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Resumen

Empleando coordenadas isométricas sobre el elipsoide terrestre, la distancia geodésica entre dos puntos se calcula mediante integración numérica, previa resolución de un problema de contorno para la ecuación diferencial de segundo orden de las líneas geodésicas. Este método se aplica en particular cuando los puntos vienen definidos por las coordenadas rectangulares de sus representaciones planas según una proyección conforme. En este artículo presentamos ejemplos numéricos usando la proyección de Mercator y la proyección transversa de Mercator. 

1. Introducción
Uno de los problemas clásicos de la geodesia geométrica es el problema geodésico inverso, que consiste en la determinación de la distancia geodésica entre dos puntos de la superficie del elipsoide terrestre y de los acimutes en ambos puntos del arco de geodésica que los une. La literatura sobre este problema es extensa y nos limitamos a remitir al lector al libro [3], donde se describen y refieren algunos de los métodos empleados para resolverlo.

En una primera fase, este problema requiere la resolución de un problema de contorno para la ecuación diferencial de segundo orden de las líneas geodésicas del elipsoide, que depende del sistema de coordenadas elegido. En la primera parte de este trabajo (Sección 2) establecemos esta ecuación diferencial usando coordenadas isométricas (por ejemplo, coordenadas obtenidas mediante una proyección conforme del elipsoide terrestre: coordenadas Mercator, Lambert, UTM, etc.) y describimos el método de tiro (“shooting method”) con el que se puede resolver el problema de contorno, y calcular finalmente los acimutes y la distancia geodésica mediante integración numérica. En la Sección 3 analizamos exhaustivamente el caso particular que corresponde al empleo de coordenadas Mercator (longitud geográfica y latitud isométrica). Este es un caso de especial interés pues se puede obtener la diferencia de longitudes en función de las latitudes isométricas de los puntos y de la constante de Clairaut de la geodésica, reduciéndose el problema geodésico inverso a la determinación de esta constante con el método de Newton.  Sin embargo, hay en este método casos críticos que se presentan cuando la constante de Clairaut es próxima al radio del paralelo de alguno de los puntos. Explicamos también en esta Sección 3 cuál es la causa de esta situación, y cómo con el método de tiro puede subsanarse. Finalmente, en la Sección 4 indicamos la aplicación del método descrito en este trabajo al caso más complejo de usar coordenadas transversas de Mercator y presentamos ejemplos numéricos basados en una fórmula aproximada para la escala infinitesimal (o factor de escala) de esta proyección.

2. Planteamiento general del método
Sea 
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 un sistema de coordenadas isométricas  del elipsoide. El elemento de arco toma entonces la forma, 
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donde 
[image: image3.wmf]()

=,

mmuv

. Si 
[image: image4.wmf]()

=

vvu

 es la ecuación de la geodésica que une dos puntos 
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 del elipsoide, entonces la distancia geodésica entre ambos viene dada por 
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donde  
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. La función 
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 es solución del problema de contorno (ver, por ejemplo, [6]) 
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En el caso que estamos considerando,  los símbolos de Christoffel que intervienen en la ecuación diferencial son, 
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y por tanto, 



[image: image12.wmf]2

2

2

1

=+-

éù

æö

æö

,

ç÷

ç÷

êú

èø

èø

ëû

dvdv

dv

ab

dudu

du


(3)

con 
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Dividimos en dos etapas la determinación de 
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 y 
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, necesaria para evaluar numéricamente la integral (1) y obtener la distancia geodésica entre los puntos:

1. Obtención de 
[image: image17.wmf]11

()

vuv

¢¢

º

 aplicando el método de tiro (ver [5]) al problema de contorno 
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Partiendo de un valor aproximado de 
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v

¢

 se resuelve el problema de valor inicial
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y se compara el valor obtenido de la función  
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 en 
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 con 
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.  Utilizando la diferencia entre ambos se ajusta el valor de 
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 y se vuelve a resolver el problema de valor inicial  (5). Los cálculos se repiten hasta que la diferencia entre el valor calculado 
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  es menor que un cierto valor impuesto a priori. El valor final de 
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 es una estimación de la pendiente de la tangente a la curva 
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. En el caso en que las coordenadas 
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 sean las coordenadas planas de alguna proyección conforme conocida, calculamos el acimut de la línea geodésica en el punto 
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 teniendo en cuenta  la convergencia de meridianos en este punto.

2. Resolución del problema de valor inicial 
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donde  
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. Esto nos proporciona un conjunto discreto de valores de la función 
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 y de su derivada 
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 en el intervalo 
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. En particular, habiendo determinado 
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 calculamos el acimut de la línea geodésica en el punto 
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 con el mismo procedimiento que el utilizado en el punto 
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3. Resolución del problema geodésico inverso usando coordenadas Mercator. 

En esta sección consideramos el caso particular de la proyección de Mercator 
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, donde 
[image: image42.wmf]q

 es la latitud isométrica y 
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 la longitud geográfica. Recordamos que  
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 es una función de la latitud geográfica 
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 dada por


[image: image46.wmf](

)

(

)

/2

/2

1sen

logtg

42

1sen

æö

æö

-

æö

ç÷

ç÷

=+

ç÷

ç÷

ç÷

èø

+

èø

èø

e

e

e

q

e

j

pj

j


donde 
[image: image47.wmf]e

 es la excentricidad del elipsoide.  En estas coordenadas el elemento de arco toma la forma
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donde 
[image: image49.wmf]r

 es el radio de los paralelos que, en términos de la latitud isométrica viene dado por (ver  [1]) 
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Entonces, en  (3), 
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Puesto que 
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lo que conduce al teorema de Clairaut
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donde 
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 es la constante de Clairaut de la geodésica y 
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el acimut. Esta expresión es equivalente a 
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Puesto que 
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que es la ecuación de las líneas geodésicas en términos de las coordenadas isométricas 
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, y la ecuación (1) se escribe 
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Las ecuaciones (9) y (10), junto con el teorema de Clairaut son las formas más simples de las ecuaciones necesarias para resolver los problemas geodésicos principales (directo e inverso). La elección de los signos que preceden a las integrales dependerá, en cada caso particular, de como sea el arco de la línea geodésica en los puntos que intervienen en el problema (para más detalles, véase [2]). 

En este caso, la resolución del problema inverso se basa en el cálculo de la constante de Clairaut 
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 resolviendo la ecuación 
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resultante de integrar en (9). Conocer el valor de esta constante nos permite evaluar la integral (10) para el cálculo de la distancia, y obtener los acimutes de la línea geodésica en sus puntos extremos con (8). 

La ecuación (11) es una ecuación no lineal en 
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, que podemos escribir de la siguiente forma 
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con 
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Para obtener 
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 se puede emplear el método de Newton, que consiste básicamente en linealizar la función 
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 en puntos cada vez más próximos a 
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Podemos entonces obtener una segunda aproximación de
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, que denotamos por 
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, resolviendo la ecuación lineal en 
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es decir, 
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En general, tenemos el siguiente esquema de aproximaciones sucesivas: 
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donde 
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 se obtienen mediante la integración numérica de (12) y (13).

Como valor inicial de la constante de Clairaut podemos tomar el calculado con la aproximación esférica del acimut en el punto 
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Para ilustrar el método hemos resuelto el problema inverso para pares de vértices del rectángulo de la figura 1, que contiene a la península Ibérica. Los vértices están numerados en el sentido de avance de las agujas del reloj, siendo el número 1 el situado en la esquina inferior izquierda. En la tabla 1 se muestran los resultados de cada caso y, para comparación, los obtenidos aplicando las fórmulas de Vincenty (véase [7]). 

	Lado
	Distancia (m)
	Distancia (m)
	Acimut en 
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	Acimut en 
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	Acimut en 
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	Acimut en 
[image: image92.wmf]2

P



	
	Newton
	Vincenty
	Newton
	Vincenty
	Newton
	Vincenty

	1 2
	888279.699326
	888279.6993
	0
	0
	0
	0

	1 3
	1554851.56864
	1554851.568614
	50.585819019
	50.585819021
	60.283733198
	60.283733197

	1 4
	
	1351115.280955
	
	85.575003431
	
	94.424996569

	2 3
	
	1201429.737204
	
	84.774581778
	
	95.225418222

	2 4
	1554851.56864
	1554851.568614
	119.716266801
	119.716266803
	129.414180981
	129.414180979


Tabla 1. Resultados del problema inverso usando el método de Newton y con las fórmulas de Vincenty.
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Figura 1. Rectángulo delimitado por los paralelos de latitudes 36º y 44º y los meridianos de longitudes -10º y 5º, que incluye a la península ibérica. Proyección Mercator del elipsoide GRS80.

Como puede observarse en la tabla 1 el método de Newton no se puede aplicar en los casos en los que la latitud de los puntos es la misma. La causa es que con este método hay casos conflictivos numéricamente que se presentan cuando la constante de Clairaut de la geodésica es “próxima” al radio del paralelo del punto 
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 más al norte (suponiendo que ambos puntos estén en el hemisferio norte): en otras palabras, cuando 
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 es “próximo” a 90º. En particular, esta situación se presenta cuando los dos puntos están sobre el mismo paralelo y su diferencia de longitudes es “pequeña”.  Estos casos conflictivos se presentan en la práctica pues a lo largo de una geodésica hay puntos donde 
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Figura 2. Representación de líneas geodésicas según la proyección de Mercator.
El problema está en que 
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 toma dos valores diferentes a lo largo de la línea geodésica. Esto no sucede si consideramos la proyección 
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Apliquemos entonces el método propuesto en la  Sección 2 para resolver el problema inverso. Los coeficientes 
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 y 
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 de la ecuación (3) son ahora 
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donde 
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 son las coordenadas de los puntos que intervienen, y 
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siendo su derivada 
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3.1. Resolución con Mathcad.
Para aplicar el método de tiro utilizamos la función sbval(v, λ1,λ2,D,load,score), cuyos argumentos son los siguientes: 

· v : valor aproximado de la derivada en el extremo izquierdo del intervalo. 

· λ1,λ2 : extremos del intervalo en el que se evalúa la solución de la ecuación diferencial. 

· D(λ,q) vector cuyos elementos son las derivadas de la función incógnita. 

· load(λ,y) : vector de valores iniciales. 

· score(λ2,q) diferencia entre la solución y el valor de contorno en el extremo derecho.

Como ya hemos dicho, para obtener un valor inicial aproximado de 
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 podemos considerar una aproximación esférica para calcular el acimut de la línea geodésica en 
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, que será 
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Un valor aproximado de 
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 es entonces 
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Una vez estimado el valor inicial 
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 mediante el método de tiro, podemos resolver el problema de valor inicial 
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Para ello utilizamos la función Rkadapt(q0,λ1,λ2,npts,D), que utiliza el método de Runge-Kutta  (5º orden), y cuyos argumentos son: 

· q0 : vector de valores iniciales. 

· λ1,λ2: extremos del intervalo en el que se evalúa la solución de la ecuación diferencial. 

· npts : número de puntos en los que se aproxima la solución. 

· D(λ,q) : vector cuyos elementos son las derivadas de la función incógnita. 

El resultado de aplicar la función Rkadapt es una matriz Z cuyo número de filas es npts+1 y cuyas columnas son, por este orden: 

1. Puntos en los que se aproxima la solución. 

2. Valores de la función en los puntos de la primera columna. 

3. Valores de la derivada de la función en los puntos de la primera columna. 

Las dos primeras columnas de la matriz Z nos permiten representar gráficamente la línea geodésica entre los puntos 
[image: image121.wmf]1
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 y 
[image: image122.wmf]2

P

. Los elementos de la tercera columna son las cotangentes de los acimutes de la línea geodésica en cada uno de los puntos donde se ha aproximado la solución; con el primero y el último calculamos los acimutes de la línea geodésica en los puntos extremos 
[image: image123.wmf]1

P

 y 
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La distancia geodésica se calcula mediante la integral  (1), que en este caso es 



[image: image125.wmf]2

2

1

(())1()

¢

=+

.

ò

srqqd

l

l

lll


(19)

Dado que tenemos un conjunto discreto de valores numéricos de 
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, para evaluar esta integral debemos utilizar algún método de integración numérica en el que intervengan todos estos valores. De los varios que existen (véase [5]) hemos usado la regla del trapecio, aplicándola con un error del orden de 
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, donde 
[image: image129.wmf]n

 es el número de puntos.

En la tabla 2 se reproducen los resultados obtenidos con este método en los casos de los vértices del cuadrilátero de la figura 1 y se repiten los obtenidos usando el método de Newton en los casos en los que ha sido posible su aplicación. Posteriormente se incluyen los cálculos realizados con la aplicación Mathcad 2001i en el problema de los vértices 2 y 3, caso crítico en el método de Newton. 

	Lado
	Distancia (m)
	Distancia (m)
	Acimut en 
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	Acimut en 
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	Acimut en 
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	Newton
	Método de tiro
	Newton
	Método de tiro
	Newton
	Método de tiro

	1 2
	888279.699326
	
	0
	
	0
	

	1 3
	1554851.56864
	1554851.556465
	50.585819019
	50.585819814
	60.283733198
	60.283733969

	1 4
	
	1351115.281843
	
	85.575003899
	
	94.424997029

	2 3
	
	1201429.738262
	
	84.774582338
	
	95.225418773

	2 4
	1554851.56864
	1554851.58533
	119.716266801
	119.716267558
	129.414180981
	129.414181714


Tabla 2. Resultados del problema inverso resuelto con el método de tiro y usando el método de Newton.
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4. Resolución del problema geodésico inverso usando coordenadas transversas de Mercator.
Utilizando las coordenadas transversas de Mercator, el elemento de arco sobre la superficie del elipsoide se escribe 
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donde 
[image: image137.wmf]s

 es la escala infinitesimal de la proyección transversa de Mercator. En función de las coordenadas 
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 la escala infinitesimal de esta proyección viene dada por la fórmula (véase  [4, p. 1120]) 
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donde  
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y 
[image: image141.wmf]f

j

 es la latitud geográfica del punto de coordenadas 
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, cuyo valor numérico se obtiene resolviendo la ecuación (ver [1, Capítulo 3]) 
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Los coeficientes 
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 y 
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 de la ecuación (3) son ahora 
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 puede calcularse con la fórmula de Hristow  [4] 
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El problema de contorno a resolver es 
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donde 
[image: image151.wmf](
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 y 
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) son las coordenadas de los puntos que intervienen. 

Como puede observarse, el inconveniente de usar estas expresiones está en que en la fórmula de Hristow no aparece explícitamente la coordenada 
[image: image153.wmf]Y

, lo que dificulta considerablemente la aplicación del método de tiro al problema (20). Para evitar momentáneamente estas complicaciones hemos considerado la fórmula aproximada 
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 es la curvatura de Gauss del elipsoide evaluada en 
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Aplicando el método expuesto en la sección 2, hemos calculado las distancias entre los vértices de la figura 1. Los resultados obtenidos se reproducen en la tabla 3 junto a los calculados, para comparación, con las fórmulas de Vincenty. 

	Lado
	Distancia (m)
	Distancia (m)

	
	Método de tiro
	Vincenty

	1 2
	888279.681055
	888279.6993

	1 3
	1554851.409611
	1554851.568614

	1 4
	1351115.190998
	1351115.280955

	2 3
	1201429.654539
	1201429.737204

	2 4
	1554852.041429
	1554851.568614


Tabla 3. Distancias geodésicas calculadas con las coordenadas transversas de Mercator.
5. Conclusiones
A la vista de los resultados de las tablas 1 y 2 podemos concluir que el método que proponemos es adecuado para la resolución de problema inverso para pares de puntos de la península Ibérica, con la ventaja añadida de que no presenta casos críticos, excepto, naturalmente, para pares de puntos situados en el mismo meridiano (véase tabla 2, lado 12), caso en el que no existe intervalo de integración.

En cuanto al uso de coordenadas UTM, si la diferencia de distancias obtenidas (ver tabla 3) es de unos pocos centímetros cuando utilizamos una fórmula aproximada para la escala infinitesimal, cabe esperar que los resultados mejoren sensiblemente cuando utilicemos las fórmulas propias del caso elipsóidico. La idea es, entonces, avanzar más en la línea expuesta en la sección anterior.
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