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EIN ALGORITHMUS ZUR REDUKTION DER RECHENZEIT BEI DER
STANDARD-MAXIMUM-LIKELIHOOD-KLASSIFIZIERUNG

Zusammenfassung

Es wird ein Verfahren vorgestellt, nach dem die Anzahl der
notwendigen Berechnungen der Mahalanobis-Abst&nde bei der
Standard-Maximum-Likelihood-Klassifizierung erheblich redu-
ziert wird. Flr jede Klasse werden im Merkmalsraum Hyper-
ellipsoide bestimmt, deren innere Punkte vollstédndig in
diese Klasse fallen.

Das Verfahren arbeitet unabhidngig von Table-Lookup-lethoden

und eignet sich insbesondere auch fir die Installation auf
einem Minicomputer.

1. Einleitung

In der Bildverarbeitung gilt die Maximum-Likelihood-Methode
als ein Klassifizierungsverfahren, das akzeptable Ergebnisse
ermdglicht, aber einen relativ hohen Rechenaufwand erfor-
dert. Soll einefkanalige Szene klassifiziert werden, so
missen flr alle Bildelemente x die Werte der Trennungs-
funktionen

(1.1) d; (x)=1n(p(e ;))-31n(det (C;))
_%(ﬁ'@')chl(X-Q~) 5 R |

fir alle Musterklassen W. berechnet werden. Dabei ist das
Klassenzentrum m. der Mittelwertsvektor und C. die Kovarianz-
matrix der Musterklasse Q)i. p(U>i) ist die a=priori-Wahr-
scheinlichkeit filir die Zuw&isung &ines Bildelements zur
Musterklasse u)i. X wird der Musterklasse U)j zugeordnet,
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falls

und

wobei s. einen Schwellwert darstellt, der die Musterklasse
qu gegeén die Zurlickweisungsklasse abgrenzt.

Da die Berechnung der Trennungsfunktionen relativ aufwendig
ist, haben wir nach einem Verfahren gesucht, das exakt die-
selben Ergebnisse wie das Standard Maximum-Likelihood-Ver-
fahren ergibt, das aber in der Regel sehr viel weniger Be-
rechnungen der Trennungsfunktionen verlangt. Die Grundidee
eines solchen Verfahrens wird in Kapitel 2 vorgestellt. In
den Kapiteln 3 und 4 wird das vorgeschlagene modifizierte
Verfahren ausflihrlich diskutiert.

2. Kerne einer Musterklasse r

Die Trennungsfunktion einer Musterklasse W. kann geome-
trisch so veranschaulicht werden: Alle Bildélemente x mit
konstantem d.(x) liegen auf einem Hyperellipsoid, dessen
Mittelpunkt das Klassenzentrum ms ist. Jedem Funktionswert

d; < In(p(w;))- %1n(det(ci))

ist eindeutig ein Hyperellipsoid aus einer Schar &dhnlicher
Hyperellipsoide mit Mittelpunkt m. zugeordnet.

Betrachten wir den einfachen Fall mit nur zwei Musterklassen
W 4 und w , ohne Zurlickweisungsklasse. Wir suchen Bereiche

H, und H,, in denen mit nur einer Trennfunktionswertberech-
nung die Entscheidung xew, bzw. xew, mdéglich ist. Dazu
sind verschiedene Ansdtze mbglich. WiP wollen uhs auf Be-
reiche beschrédnken, die durch Hyperellipsoide in -den Scharen
der beiden Musterklassen festgelegt sind.

Fur alle xé&H, muf gelten:
d,(x) >d,(x);

(im Falle von Gleichheit ist die Zuordnung zu 0)1 oder W,
willkirlich).
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Analog muB fir alle x€&€H, gelten:

2
d,(x) 2 d,(x).

Daraus folgt unmittelbar Hlf\ H,=9 bis auf Bildelemente
X mit di(g):dg(g). Geometrisch gésprochen stellen H1 und H2

ein Paar von Hyperellipsoiden dar, die sich berilihren und
denen derselbe Trennfunktionswert flr die jeweilige Klasse
zugeordnet ist. Alle Bildelemente innerhalb von H., werden

der Musterklasse 031, alle innerhalb von H2 W, zugewiesen.

Die Bereiche H, bzw. H, wollen wir in der Folge als Kerne
der MusterklasSen bezefchnen. Der Kern einer Musterklasse
kann in entarteten Fdllen auch leer sein. Hierauf werden
wir in Kapitel 3 ndher eingehen.

Treten mehr als zwel Musterklassen auf, so k&nnen wir zu
jedem Paar von Musterklassen (Ww.,w.) ein Paar von Kernen,
die jeweils auf die andere Mustetklasse bezogen sind, be-
stimmen. Diese Kerne, die sich auf ein Paar von Muster-
klassen beziehen, wollen wir in der Folge mit K.. bzw. K..
bezeichnen, wobeil der erste Index die Musterkladse angib%%
deren Mittelpunkt mit dem Kernmittelpunkt Ubereinstimmt.
Flir den Bereich H., in dem eine Klassenzuteilung Xxew. vor-

genommen werden k%nn, sobald EEin feststeht, gilt:
H;= () Ky
j=1,m (J+1i)

Die Kerne K.. und damit auch H. sind durch Angabe von
Trennungsfuﬁ%tionswerten k.. bZw. h, festgelegt. Kapitel 3
gibt einen Weg zur Bestimmﬁﬁg der Kérne an. Ein Algorithmus,
der sowohl H. als auch K.. verwendet, wird in Kapitel 4 be-
schrieben. .

3. Bestimmung der Kerne

In diesem Kapitel wollen wir die Kerne Ki' und K.i fir die
Musterklassen W . und w. bestimmen. Die'9Schar 9% der
Hyperellipsoide tiur w . dei

-
(3.1) Ei: (&—mi) Di(z—mi) = Dby > 0
. )
mit Di—Ci .

636.



Die Zuordnung zwischen einem Hyperellipsoid aus dieser
Schar und dem Trennfunktionswert ist dann (nach (1.1))

b, In(p(w,)) - % 1n(det(C;)).

POl

(3.2)  d;(x)=-

Zundchst wird gepriift, ob die Bedingungen

(3.4)  d;(my) > d;(my)

erfiillt sind. In der Regel wird dies der Fall sein.

Es seil jedoch etwa (3.3) nicht erfiillt, also di(gi)<:d.(gi).
Dies bedeutet, daR der Mittelpunkt m. der KlasSe . J
der Musterklasse W . zugewilesen wird. Es folgt jedoCh nicht

notwendig, daR

(3.5) dj(z) > 4. (x)

flir alle x gilt. Man kdnnte nun versuchen, zu entscheiden,

ob (3.5) gilt. In diesem Falle k&6nnte dann die Musterklasse
W . gestrichen werden. Wir gehen diesen Weg nicht, sondern

setzen als Kernwert k..=d.(m.). Der Kernwert k.. wird auf O
oder einen positiven Wérthg%etzt, womit Kij leer ist.

Wir nehmen in der Folge an, daB® (3.3) und (3.4) erfiillt
sind.

Zu jedem Hyperellipsoid H. aus E., das nicht m. einschlieBt,
gibt es genau ein H. aus der Schar E., das H. Yon auBen in
einem Punkt p.. berfihrt. Den geometrischen 0%t aller dieser
Berﬁhrpunkte‘pi. wollen wir in der Folge Berilihrkurve nennen.
Die Beriihrkurvédverbindet m. und m.. In m: 1ist

d.(m.) - d.(m.)>0, in m. E%lt d.(th.) - d~(m.) < O nach
Véraussetzling? Unser Zied ist esy dén Punkt p der Beriihr-
kurve zu finden, wo di(E) - dj(g) = 0,

Fiir jeden bekannten Punkt p der Berilhrkurve kann der Wert
d.(p)-d.(p) bestimmt werden. Die nidchste Aufgabe ist daher
die Bes%immung der Berilhrkurve.
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3.1 Bestimmung der Berlhrkurve

p sei ein beliebiger Punkt (p=¥ml, p#+m.). H . selen die
Hyperellipsoide der beiden Scharén E1 uﬁd au% denen p
liegt. Die Tangentialhyperebene an Hl in p J1st

T
(E_m')D'(Z_ml) :bi (?O))
d.h. (p-m.)D. ist Normalenvektor mit Richtung auf die
Tangentlalhyperebene zu. Ebenso gilt:
-m.)D.(x-m. =b. >0
(p J)J<__J) 3 (>0)

mit Normalenvektor (E'EJ)DJ-

Im Punkt p haben H. und H. genau dann eine gemeinsame
Tangentialhyperebe%e, diedzwischen Hi und H, liegt, falls
gile: J
- A(p-m,)D, = (p-m;)D; 2> 0)
_ 4 -1
d.h. p(2A)=(A _rgiDi+@jDJ.) (Dj+2Di) ’

Damit ist eine Parameterdarstellung flr die Beriihrkurve
gewonnen. A = 0 ergibt @j’ A > oo ergibt m. .

Es ist noch zu zeigen, daB DJ.+'>\Di reguldr ist.
Dj+—% Di ist regulidr genau dann, wenn Det(Dj+ A Di)ﬁ=0 fir

A> 0.
Da D. als Inverse einer Kovarianzmatrix selbst reguldr ist,
gibt es eine regulidre Matrix A so, daR

Damit gilt:
Det (D, + A D) +0 & Det(ADjATwLA E)< 0.

Det(ADjATi/AE) =0 ist aber die Eigenwertgleichung filir die

Matrix AD.AT, die, wie D., einem Hyperellipsoid zugeordnet
ist, alsodnur positive ﬁigenwerte/u hat. Daraus folgt, daR

Det(ADjAT~\— AE)+0 fur A > 0.
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3.2 Bestimmung des Berihrpunktes, filir den di_dj:O ist

Anstelle des Parameters A , der nach oben unbeschrinkt ist,
filhren wir einen Parameter v ein:

1
14)

Uber eine Intervallschachtelung in V im Intervall [O,ﬂ
kann damit ndherungsweise der Punkt p der Berlihrkurve
bestimmt werden, fiir den di(E)_dj<E):O ist.

Y =

Da die Kerne der Musterklassen zu wenige, aber niemals zu
viele Bildelemente umfassen dirfen, sollte den Kernkonstan-
ten k.. und k.. nicht eine Naherung, sondern die beste
bekann%e ober% Schranke zugewilesen werden. Ist das v -Inter-
vall bei Abbruch der Iterationen (we,v,] und entsprechen
diesen Intervallgrenzen die Punkte P, und p., der Berllhr-
kurve, so sollte k..=k..=min(d.(p_), d (p 7}

1)  Ji 10 1
gesetzt werden.

Die Kernkonstanten brauchen nicht lbertrieben genau be-
rechnet zu werden, da die Bildelemente X durch die Diskre-
tisierung der Grauwerte nur einen Gitterraum aufspannen
und die Michtigkeit der Kerne der Musterklassen im allge-
meinen unempfindlich gegenliber gerlngen Abweichungen der
Kernkonstanten ist.

4, Vorgeschlagener Algorithmus

In diesem Kapitel soll beschrieben werden, wie die Kerne
der Musterklassen, deren Bestimmung im vorigen Kapitel er-
ldutert wurde, dazu verwendet werden kdnnen, um die Zahl
der notwendigen Berechnungen von Trennungsfunktionen erheb-
lich zu reduzieren. Wir nehmen an dieser Stelle an, daR
folgende Werte bekannt sind:

- alle Konstanten zur Berechnung der Trennungsfunktionen
d. (x);
l —

- die Schwellwerte s.(i=1,...,m) zur Abgrenzung gegenlber
der Zurilickwelsungs lasse Q ; die zugeordneten Hyperellipso- -
ide seien mit S. bezeichnet:

-{*] di(;)? 51 )
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- die Kernkonstanten h, mit Hi:~{§ \di(g);lji} (i=1,...,m).
- die Kernkonstanten k.. mit

K, ;= {x Idi<§>>}]kij} (1,351, 5m, 1%3).

1J

Reihenfolge der Trennfunktionswertberechnungen

Im Gegensatz zur Standardmethode brauchen nunmehr in der
Regel nicht alle d.(x) (i=1,...,m) fir ein Bildelement x
berechnet werden. Wird eine Musterklasse J gefunden mit

x €H., so kann eine Klassenzuteilung sofort vorgenommen

Werdén, ohne weitere Trennfunktionswerte zu berechnen. Daher

mupl versucht werden, zundchst die Trennfunktionen flr die

Klassen zu berechnen, zu denen eine hohe Zuweisungswahr-

scheinlichkeit besteht. Unter diesem Gesichtspunkt gibt es

verschiedene Regeln, nach denen eine geeignete Priufreihen-
folge festgelegt werden kann. Die folgenden Regeln (1) und

(2) wurden bei unserer Implementierung berilicksichtigt.

Regel (3) kdnnte neben andern Regeln eventuell dhnlich er-

folgreich sein.

(R1) Beil Fernerkundungsbildern ist in der Regel die Wahr-
scheinlichkeit, daR® benachbarte Punkte zur selben
Musterklasse geh&ren, hoch. Gehen wir von einer zeilen-
weisen Klassifizierung einer Szene aus, so empfiehlt
es sich, als erstes die KlassenzugehOrigkeit zur Klasse
des linken Nachbarbildelementes zu prifen. Flr das
erste Bildelement in der Zeile oder im Falle, daR das
linke Nachbarbildelement der Zurlckweisungsklasse zu-
fiel, versagt diese Regel.

(R2) Die Priifreihenfolge wird nach der Hiufigkeit der Zu-
weisung von Bildelementen zu den Musterklassen festge-
legt. Es kann etwa nach jeder Bildzeile die Reihen-
folge der Hiufigkeit der Klassenzuteilungen entweder
Uber alle bisher klassifizierten Bildelemente oder
nur der Bildelemente der letzten Zeile bestimmt werden.
Offensichtlich versagt diese Regel flr die Bildelemente
der ersten Zeile.

(R3) Die Indices der Musterklassen werden fir jedes Bild-
element sortiert anhand eines wesentlich einfacher als
die Trennfunktionen zu berechnenden Abstandes, z.B. der
Euklidischen Norm. Dies erscheint nur gerechtfertigt
bei groRer Spektralkanalanzahl.
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In der Folge sei I eine geordnete Teilmenge einer Permuta-
tion der Indices 1,..,m der Musterklassen. I={(i,,i,,...,1)
(€ <m) gebe die Reihenfolge an, in der fiir die Kl&ssenzu-
teilung noch relevante Trennfunktionen berechnet werden
sollen. Nach dem Testen der Klassenzugehdrigkeit zur Muster-
klasse i, wird i, aus I gestrichen. Eventuell kdnnen weitere
Indices aufgrun& der Kerne aus I gestrichen werden.

Zu Beginn der Klassifizierung eines Bildelementes enthidlt

I eine Permutation der Indices, die z.B. nach den Regeln
(R1) und (R2) erhalten werde.

Testen der ZugehOrigkeit zur Musterklasse Q)i

Es sei i der erste Index in I. Es wird d.(x) berechnet.
Damit kann.xef% und X(ESi entschieden wérden. Dann wird
nach folgender "Entscheidlingstabelle vorgegangen:

Fall (1) (2} (3} (4)
sy - "
x € H, N N | g g
= b .,,,,_“,,_,_,}LH, .
% & 8, N - J | N J
SR ARSI WO, ST S
B X X
(C) Dbeste bisherige Klasse X :
merken ;
. . SR SP———
(D) I reduzieren x 0 ox

Bemerkung zu (C):

Es wird der Index A abgespeichert, filir den gilt:
d, (¥) > dj(g),
wobei j alle bisher gepriiften Indices durchlduft, flr die

xe§; eilt.
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Bemerkung zu (D):

Index 1 wird aus I gestrichen. Weiter werden alle Indices j
gestrichen, flir die gilt:

X € k’ij, d.h. d,(x) > ST

x ist klassifiziert, sobald Fall (3) oder (4) eintritt oder
I leer ist. Im letzteren Fall wird x der Musterklasse W,
zugewiesen, falls ein solcher Index fexistiert, sonst zu X

5. SchluBwort

Die beschriebene Methode wurde bei der Deutschen Forschungs-
und Versuchsanstalt flr Luft- und Raumfahrt in Oberpfaffen-
hofen als Bestandteil des DIBIAS-Systems ("Digitales Bild-
Auswertungs-System") installiert.

Die bei Anwendung dieser Methode zu erreichende Ersparnis
an Rechenzeit ist sehr stark abhingig von der jeweililigen
Klassifizierungsaufgabe. Die Erfahrung hat jedoch gezeigt,
daR man in der Regel davon ausgehen kann, daBk sich die
erforderliche Rechenzeit um wenigstens die Hdlfte redu-
zieren 14Rt. Die Zeit filir die Bestimmung der Kernkonstanten
ist gegenliber der Zeit flr die Klassifizierung vernach-
ldssigbar.

An dieser Stelle mdchte ich mich besonders bei Herrn

Dr. Peter Haberidcker von der DFVLR flr die Zusammenarbeit
bei der Entwicklung dieser Methode bedanken.

Flir das Aufzeigen des Weges, die Berlihrkurve zu bestimmen,
sowie flir die Beweisidee mdchte ich besonderen Dank sagen
an Frau Dr. Roswitha Blind vom Mathematischen Institut B
der Universitidt Stuttgart.
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