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* * * 
Couple , methode des r esidus conjuges et equation d'observation 

"quasi - determines" . 

Summary 

It is shown that in the case of the stereo- pair (less than 150 
unknowns : spatial coordinates of object- points, bundle unknowns and addi
tionnal parameters of systematism) it is not necessary if a semi-iterative 
method is used like that of conjugated residuals to distinguish several 
cases in the software (relative orientation, general compensation with 
relative orientation, scaling , absolute orientation, additionnal parame
ters of systematism or not .• ) : a unique observation equation for image 
coordinates, the most complete one covers all cases; the normal system 
can be undeterminated (relative orientation), determinated or1'quasi - de
terminated'1(only a small number of small spectral values for the normal 
matrix) ;in all these cases the solution given by the algorithm of conju
gated residuals is numerically correct. This allows a considerable sa
ving of software. 

1. Introduction 

Le problema de la resolution du couple en photogrammetrie analy
tique est pose habituellement dans les termes suivants : resoudre un 
ensemble d'equations d 1 observations relatifs a deux sortes de mesures 

des mesures au comparateur de coordonnees-cliche x; 'ji 1 xf ';11 
des points-~~ges gauche et droit d'un ensemble de points-objet 

- des mesures X Y Z de coordonnees de points resultant d ' opera
tions de triangulation (ou des mesures de distances etc ••• ). 

Si 1 1 on suppose exactement connues distances principales et 
points principaux relatifs aux deux cliches, l es equations d 1 observa
tion aux coordonnees-cliche sont apres linearisation de la forme : 

( 1 ) 

dX. designant l'inconnue de point relatif au ieme point, c 1est-a-dire 
le~ variations qu'il faut faire subir aux coordonnees approchees de ce 
point pour obtenir ses coordonnees vraies, dF1 et dF2 les inconnues de 
faisceau (variations des sommets des deux faisceaux, rotations diffe
rentielles de mise en place) , e-x. .... e"' ( les erreurs de mesure • k; 

1 
K'· les 

termes constants < v' < 
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Quant aux equations relatives aux points d'appui (control points) 
on les ecrits sous la forme : 

clX - -X. X·-ex 
l - r, l - o, t r, i (2) 

Xr;i. des~gnant les 9oordonnees terrain, et e leur erreur, X . les 
COOrdonnees approchees. Xr,c o,l 

Si aucun appui n'entre en jeu (probleme de !'orientation relative) 
les equations (1) donnent apres normalisation une equation indetermi
nee; il faut rajouter sept conditions independantes (par exemple : som
mets fixes; vecteur definissant la rotation differentielle de mise en 
place du faisceau gauche a composante nulle selon la base). 

Enfin dernier point, lorsque les appuis sont en nombre suffisant 
et adequatement disposes, on ameliore en moyenne sensiblement !'exacti
tude en rajoutant dans les equations aux coordonnees-cliche un certain 
nombre de parametres rendant compte de systematisme ou de deformation. 

Il en existe un grand choix; ainsi a l'I.G.N. utilisons-nous les 
variations de distances principales, et de coordonnees des points prin-
cipaux c1. t- 1 , df-'1...

1 
ol. -x1v d :;~f 1 ol ~t "f. d ;:}u , et deux inconnues 

de distorsion radiale A1 et A3 en r 3 (r distance radiale au centre de 
cliche)* 

Les equations (1) sont alors reecrites sous la forme : 

dG1 et dG2 designant respectivement les inconnues de systematisme re
latives aux deux cliches. 

* * * 
Si bien qu'un programme universe! doit couvrir les situations 

suivantes : 

... ;' ... 

* Ces inconnues n'ont presque aucun sens physique, contrairement a ce 
que peut laisser croire leur denomination : !'experience a simplement 
montre qu 1 elles etaient efficaces pour absorber certaines insuffisan
ces du modele, c'est-a-dire modeliser certains defauts comme celui 
d 1une mauvaise application du cliche sur le fond de chambre; aussi 
sont-elles prises differentes a gauche et a droite m~e quand les 
deux cliches sont issus de la m~me chambre. 
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-orientation relative pure : eq1mtions (1) + 7 conditions 
compensation generale des mesures-cliche et des mesures terrain 
dans differents cA.s 

• sans inconnues de systematisme quand lc canevas d'appui 
est pauvre 

• avec une partie des inconnues de systematisme pour un ca
nevas moyen pauvre ou riche mais plat 

• avec toutes les inconnues quand le canevas est dense et 
bien tridimensionnel. 

Le mode de programmation le plus utilise consiste a remarquer 
qu 1 on elimine facilement les inconnues de points dXi dar~ le systeme 
normal, plus precisement qu' on peut - il n 1y a aucune difficul te ma
thematique - calculer directement l'apport des equations aux coordon
nees-cliche au systeme normal residuel ou ne fi~lrent plus que les in
connues de faisceau et eventuellement des inconnues de systematisme . 

r.rais to us ceux qui ont opere de cette fa9on - et j • en suis -
conviendront qu'elle demande un gros volume de programmation, d 1au
tant plus gros qu'on veut effectivement couvrir tous les cas, et que 
les cas arobigus posent de douloureux casse-t~tes : quand faut-il et 
quand peut-on introduire des inconnues de systematisme ? 

Pour tourner l 1obstacle, c'est-ct-dire· pour eviter que par surprise 
surgisse une matrice mal conditionnee on peut evidemment ec.rire de pseu
do-equations d'observations du type : 

dG., = o · ol G-.l -= 0 
I 

convenablement ponderees de fac;on a eviter un mauvais condit'ionnement 
tout en preservant 1' efficaci te des inconnues de sys tema tisme. l,:ais 
le choix de ces poids est fort delicat et oblige a une cuisine peu 
rago'fttante. 

2. Le couple et la methode des residus conjugues 

Notre but est d'attirer l'attention sur le point suivant : dans 
le cas du couple tous les inconvenients que nous venons de signaler 
disparaissent simultanement si on emploie la methode des residus 
conjuges. 

- d 1 abord, et ce fait commence a ~tre connu, diminution conside
rable du volume de programmation ,(avantage essential lorsqu 1 il 
faut programmer sur de petits ordinateurs) et mise au point 
plus facile. 

en outre - et c'est a cause de cela qu'a ete ecrit cet article 
possibilite de supprim.er toute equation de condition et toute 
pseudo-equation d'observation posee pour lever une indetermina
tion : on peut n'ecrire qu'une seule equation d'observation par 
mesure avec toutes les inconnues de systematisme et gui vaut pour 
toutes les situations. 

Nous estimons que parce qu'ils interviennent simultanement ces 
deux avantages sont considerables; precisons bien que nous n 1envisa
geons ici que le cas du couple (a la D:igueur d 'un petit nombre de 



cliches) ou le nombre d'inconnues reste assez faible (moins de 150 en 
genera~, et les equations tres creuses (une quinzaine de coefficients 
non nuls seulement); dans les autres cas il se peut qu 1 i.l faille mo
duler les affirmations precedentes pour tenir compte de 1 1 effet des 
erreurs d 1arrondi. 

* * * 
Rappelons d'abord brievement 1 1algorithme des residua conjugues[ 

(1) Dufour, IGN} Soit AX= L-e l'equation d'observation; et suppo-np 
sons d 1 abord que le rang de A soit egal a s on nombre de colonnes (cas 

classique); 1 1 algorithme fournit la solution X= (ATA)-1ATL en fL 
iterations de la sequence suivante : 

1ere iteration ieme iteration 

1< ... -:: A..,"[ 'R; = 1?;_..,- ~i-.f T;--1 (4) 

~ ::. ArA 'R1 T<::: A.,..A 1<.-

l..( -::: 1? • .,..1<.., / T.., rT1 P.- 1(:-n.;T-rr:. /).:= 7(.-r-R.·/'R·', 1?, . ., 
~c. - "'l'i., ' ' I ' ' ' ,-.,.. 

p-1 = ~R1· ~ = l.,r f 1 
E·- L)·'R·+P·'f·,. S:--/..T +PT.·-.( 

l - h.l ' t ' --. I (. - L ' \. 

M(..( - ~7R..,/S/S"1 MC(= 

x1 ::. .Mt1 r .. X X. ... ~- 'D. i. : , _ 1 r , .L 1 

Il est caracterise par les deux proprietes suivantes : 

- la somme des carres des residua R.TR. diminue a Thaque itera-
tion (on peut done arr~ter le proBes§us quand R. R. < E ) 

l l 

- les residua successifs sont conjuges : R .ATA R. = 0 V ~ t ~ 
J l. (f 

Pour la pratique, il faut remarquer que seuls 4 vecteurs auxi
liaires (Ri, Ti, Pi, Si) dimensionnes au nombre d'inconnues sont ne
cessaires, et qu 1 il n'est besoin d 1aucune normalisation prealable : 
le vecteur Ti = ATA Ri se calculant par lea appo rts successifs de 
chaque equation d'observation; c 1est en ce point d1ailleurs que re
side la limitation de la methode : il faut avoir un acces rapide aux 
equations d 1observation puisqu'on est contraint en principe de les 
faire defilerp fois de suite. Mais le problema ne se pose pas dans 
le cas du couple. 

La programmation est d 1une tres grande facilite. 

* * * 
Ceci etant nous affirmons qu'on peut simplifier considerablement 

1 1analyse et la programmation en n'ecrivant qu 1un seul type d'equa
tion d'observation aux coordonnees-cliche savoir le plus complet (3) : 
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et en utilisant l'algorithme des residus conjugues . 
. . 

On obtient si AX= 1-e est l'eq_uation matricielle d 'observation 

- q_uand 1 1 eq_uation est determinee (canevas d ' appui dense et bien 
tridimensionnel) la solution classi que 

- quand 1 1equation est indeterminee, c 1est-a-dire quand quelques 
valeurs propres de ATA sont nulles , et toutes les autres net
tement positives, la solution intrinseque, c'est-a-dire une so
lution qui convient tout aussi bien que les solutions classi
ques (obtenues en posant des conditions convenables) en ce sens 
que !'estimation de toute quantite fonction uniquement des quan
tites observees est la m~e* que l'on opere de 1 1une ou 1 1autre 
fagon, 

- <luand !'equation est "quasi- determinee", c'est-adire ici 
{voir 1 1appendice pour une definition plus precise et plus ge
nerale) en cas de canevas d ' appui trop pauvre ou trop plat pour 
qu 1 on puisse determiner correctement toutes les inconnues de 
systematisme (certaines valeurs propres de la matrice normale 
peuvent en outre ~tre nulles ) une solution numeriquement tres 
voisine de celle qu 1 on obtiendrait en supprimant l es dites in
connues. 

autrement dit dans tous l es cas, et par la m~me programmation "la " 
solution du pr oblema . La demonstr ation figure a l'appendice. 

3o Essais 

Le programme ecrit a 1 1 I.G.N. conformement a ce qui vient d 1 ~tre 
expose ne comporte qu 1un seul type d'equation d 1 observation aux coor
donnees-cliche (3) avec 8 inconnues de systematisme, aucune equation 
de condition ou pseudo- equation d ' observation. 

On a pu comparer pour quelques couples l es r esultats fournis par 
ce programme avec ceux d 'un progr amme classique : 

Quand on fait intervenir un canevas d 1appui suffisant pour que 
la matrice normale soit correctement conditionnee, aucune diffe
r ence notable entre les deux programmes ; ce qui etait attendu 
et trivial. 

- Le cas le plus interessant est celui de !'orientation r elative 
pure ; classiquement on forme le modele, et on l'ajuste ensuite 
sur les appuis par similitude; ici avec la methode des r esidua 
conjugues la formation du model e (suivie comme precedemment 
d 1un ajustement sur le canevas par similitude) appar a1t comne 
tout a fait audacieuse : 7 valeurs propres de la matrice normalo 

* Ainsi, s 1 il s 1agit du probleme de !'orientation relative pure - et 
s'il n ' y a pas d 1 inconnues de systematisme, on obtient par ce procede 
les m~es coordonnees spatiales pour les points du modele a une simi

litude pres que lorsqu' on pose des equations des conditions. S1 il y ~ 
des inconnues de systematisme, on se trouve dans le 3eme cas : une 
equation "quasi - determinee" o 
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( OVJO I! 

-111 A 1' 

11-t A! 

-· 
-fOf. A-( 

-10 f. A 2. 

sont nulles; de plus 8 autres, celles correspondant aux incon
nues de systematisme sont voisines de zero. 

Or cela marche tres bien 

-'1""111: -t..,'';i Jot~!. -\ ... JJ 0 .it"<<-..:. ~ ... ';1 -'l...ij lj.., >~!lJ 0 

-13,0 u-.o -u: <J io.' -1.1-o -( 0. I; 'Jt.1 -12,' ](, 0 
2. lo 

71)7:> ::o- --1/f. 
~l.t ~3'. f" n.t "'·' .:u:-f +~t. U.o R 7..-1 E,. -1/f.o 

-11, 1' ;.,, ' -to. 3 :13.3 :u·r 11.'1 ~o.l "·' S!, ( 
.!, :; c i /7> <::' -(If. 

3S:9 t'J.1 ?2. 7- j>f.. f u:; n.-f ~"(. J' ~o. t E == 1/f-b 
--·· 

s:~ ..{,_ '7 <t.4 .!i,O 
J. 2o ~"' U.4 ~.7 n .tP 

!';( d 
'"Jl/7) z --1/J 

+t.r ~~4 -10,-( ~("' 1'1. 0 )_f. of -to. 'i ;s,o E ::.- -1/f-b 

~.t -ffO '1.' 2o,J J. )J ~.'t ../'J. 't Lt..) .!1."7 VJ( 
1? /7) :>r -t 17 

-1 G. C n.~ -12. 1 :;,,&> -1!'.6 '-t-( ;> -(I, J> <,,g, (J E : -1/f-6 

Formation du modele (basculement et mise a l'echelle 
effectues ensuite par similitude). 

Comparaison des resultats obtenus par une methode classique et 
de ceux obtenus par les residus conjugues (aucune equation de 
condition, soit 7 valeurs propres de la matrice normale nulle; 
8 inconnues de systematisme non determinables soit 8 autres 
valeurs propres voisines de zero). 

Unite : le pm 
Jt.?<,:~.~,.tJ, ..-\,O(~J : ecarts moyens quadratiques au.x points de 
controle (check-point) ramenes au plan du cliche 

-'/"'A.A'JC/-1,""~/~ *J/1 W'A'jp ecarts maximaux 
~~:estimation de l'emq des mesures 

E echelle moyenne 
B/D rapport base/eloignement 

Les differences constatees sont de l' orrl.re de quelques pour cent ; elles 
peuvent ~tre imputees aux erreurs d'arrondi, A. une pro;;p-ammation insuffisam
ment etudiee, a la limite au principe m~me de la m8thode : car nOllS n 1affir
mons pas que la methode des re sidus c onjugue s fourni t en cas d' equation auasi
detenninee des resultats identinUE''lS a ceu"'C.. de methodes nlus Cl-9.SSiaues, tnais 
seulement des resul tats numeri(]Uement tres voisins. Or auelle que soi t la cau
se des differences constatees, c'est bien 1e cA.s ici. 
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A 

A P P E N D I C E 

es dans le cas d 'une 
ou "quasi -determines". 

Dans le cas ou 1 1 equation ATA X= ATK est indeterminee, c'est-a
dire quand une ou plusieurs valeurs propres de la matrice ATA 
sont nulles, la methode fournit theoriquement (c 1 est- a-dire en 
l 1absence d'erreurs d 1arrondi) la solution intrinseque de l'e
quation (impossible) AX1 = K1 , c 1est-a-dire la solution nor-npp n 
male de norme minimale : 

A- designant l'inverse intrinsegue de A ( ou inverse de Moore -
Penrose : 

- - - - - ( -)T - ( - )T ) AA A = A; A AA = A ; AA = AA ; A A = A A • 

Ce fait est connu; en voici une demonstration tres simple 
qui a le merite de laisser voir ce que donne la methode des 
residus conjugues ~uand on l'applique a la resolution d'une 
equation ATA X = A K "quasi - detenninee", autrement dit d 'une 
equation dont la matrice ATA comporte un petit nombre de va
leurs propres voisines de zero ou nulles. 

Soit r le rang de A (r ~ p); on peut toujours diagonali
n p 

ser ATA, c 1 est-a-dire trouver une matrice d'operateur unitaire 
U (uuT = uTu = I) telle que : 

ArA = uTI\V ~v"'f,..=[?'• ol =['·>,,).~ol (2) 

A X 1 = W o.ve c : >( 
1

-=. U X · W -=: V A 1 k ( 3) 
/ 

ou encore : 

). 'X-( :::: W"' 

0 ~I= D (4) 

Il faut alors remarquer [(1) Dufour p.6] que les scalaires 
ki, li, mi qui interviennent dans 1 'algori throe [ §2; (4)] sont 
des invariants eu egard au changement de base defini par U, et 
qu 1il en est de m~e pour les vecteurs dont Ri, Til Si et Xi 
sont les matrices; il revient done au m~me d 1appliquer l'algo
rithme a 1 1equation ecrite sous la forme (4); or la solution 
alors fournie par l'algorithme est - ainsi qu'on le voit 
immediatement : 

358. 



d'ou revenant a la base initiale : 

X = uT ( >.. 
0 

) - U A TK = (AT A)-AT K = A -K (5 ) 
m 

Considerons a present l e cas plus gener al ou l' equation ATA X = A1 K 
est'' quasi-deterr.:.inee': c ' est-a-d ire celu i ou la matrj ce ATA ne compor
t~ qu '~_!.9.~i~I2~."!:.i.i_no!_!!l2_;:g de valeu:rs propres voisines de ( ou egal es 
a;zero=;'-cas-tres-frequent en pra tique , "Uisque intervenant chaque 
fois qu'on rajoute aux inconnuec du probleme un petit nombre d 'incon
nues de systematisme destinees a r endre compte de certaines deforma
tions sans savoir si l es donnees do ~ on dispose sont suffisantes 
pour les determiner correctement. 

Au lieu, qu'apres di.agonalisation , on nit l'equation : 

(6 ) 

on a r:nintenant 

petii;§_ 

Il est clair alors si on se r6fere au cas d '1.me equation indctermi-
nee ( l~ = <E"t = · ·· -= '{ ~ --"'1'·" = o) et si on n ' oublie pas gue nar hy}2othese 
( I -r ) e3t petit d•.van t r guand p est grand, que l es r. premieres sequen
ces de ,1 1algorithme fournissent un.e suite de solu tions approchl'ies x; 
x;; .•• Xr infiniment voi ines de cellr.s qu'on obtiendrait fli lestc:et les~ 
e t aient nuls , autre1nent dit s i l'eauati.on etait indeter.min/e et de r ang r 

Au-delCt des r premieres iterations, les coeff:ici<mt ::; mi. sont en ea.s 
de qUr3.si-deterr..:ina tion , quasi-infinis e t l n solution ne ::-;e modifie plus; 
~1 n ' y a done rien a craindre . 

F~n conclusion : la resolution par. 1 1algorHhme des residus r-onjugnes 
d 1une equation normr:tle ATA X = ATK :1 nombre d 'i nconnue;· rcJ.a t ivemcnt fai-
, l ( + t . d 1 50) f f . + ( d ri • + . 0 e me v ons illOl.ns e , SU _ .lS!'Lrn~env creuse , eux CODu~ v~Ons assez 
f rciquenunent realisees, qui 8liminent le"l difficul tes dues aux erreurs 
d 'arrond i), et quas i-determinee (seul un tout peti t nombre de valeurs 
propres peuvent avoisiner zero) donne : 

- quand ! ' equation est i.ndeteroinee, ln. solution intrinseque X_::::A-K 
- quand !'equation est qun.si- determinee , une solution nunH~riquement 

v oisine de celle qu 'on ottiendrait en annul ant les petites valeurs 
propres de ATA, c ' est-:1.-di.re en substituant ala matrice ArA-::UI\Vr 
( 1\ diagomle des valeurs pro pres) la rna trice fiJ= U( ) 0 ) u'P , ct au 
deuxieme membre ATK = u'l'w . le vecteur uT ( ~) ; 

ou encore dans le cas qui nous occup': 0n supnrimant dans la mn.
trice A les colonnes cor.respondant auY. inconnues de systemat isme . 

- la solution classi.((Ue qwtnd l 1 equation est determinee . 

Il y a done continui.te; et c 1 est cer.tainernent avec la simplicite 
d 1 emploi ce qui assurera dans 1 1 avenir unn place importante a ce type 
de methode . 
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B) Theorie des moindres carres, me~~ode des residus conjugues et ecu~ 
d 1observation''guasi-determinee '' 

1) Considerons d'abord le cas limite une equation d 1observation inde-
terminee : a ~ T 

AX ~ L- e 
""1' 1'~ "".( 

avec : rang A::: r < p ( 1 ) 

(e:vecteur erreur; X:inconnue (~composantes); 1: observation) 
On a l'habitude classiquement pour lever 1 1 indete~ination, de poser 
p-r conditions independantes, qu'on peut toujours ecrire moyennant 
un choix convenable de la solution approchee sous la forme 

lf'X = o i a.vt>c. ro.'d J1 = -ft~"~-; r-o. .. ~ A ( I-13-0) = 1. (2) 
La solution optimale (1 1 estimateur sans biais a variance minimale.) 

est alors**(nous supposons pour simplifier ici que la variance des 
observations est scalaire) : 

X= [A (I- B-B)]- 1 (3) 

(r.C designant comme au § A 1 1 inverse intrinseque de M). 

1'estimateur optimal de toute quantite fonction des _quantites 9b
servees, c 1est-a-dire apres linearisation de la forme Y = C1 = CAX 
est alors : 

y = CL = CAX = CA [ A(I-B-B)]- 1 (4) 

Or actuellement on sait qu'on peut proceder autr~ment : ne pas 
ecrire l'equation de condition (2) et adopter pour X la solution (qui 
est encore 1 1 estimation sans biais a variance minimale). 

(5) 

car alors, remarque essentielle, 1 1 est}mateur optimal de toute quan
tite fonction des quantites observees L, c 1 est-a-dire de la forme 
Y = CL = CAX est exactement de m~me forme *** 

y = CL = CAA-L-= CA [A(I-B-B)]- L (6) 
C1 est 1 1une des pierres angulaires de ce court article.Que signi

fie-t-elle en effet ? que toute grandeur attaches a la figure a de
crire (ici la figure formee par les deux gerbes perspectives au mo
ment de la prise de vue) et ~i peut s 1 e~imer uniquement en fonc
tion des quantites observees {par exemple pour le probleme de l'orien
tation relative les grandeurs observees sont les coordonnees-cliche 
des points-images et les grandeurs a determiner les coordonnees spa
tiales XYZ des points-objets a une similitude pres) est estimee de 
m~me fagon dans les deux cas. 

* Entendre dont la rna trice ecart-tyJE cr:. est de norme wclidienne 
minimale ( II ~ II minimal 69 Trace ~R minimale) 

** Voir (3) 
*** Voir (3) 

La demonstration de ce resultat repose sur les deux proprietes sui
vantes faciles a demontrer : 

a) Si S est symetrique et indempotente (s2=S) : S(AS)- = (AS)-
b) rang AS = rang A# (AS)(As)- = AA-
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L'ecriture d'equations de condition (ou depseudo-equations d'obser
vation) pour lever une indetermination eventuelle est done totalement 
inutile theoriguement, mais aussi gr~ce a la methode des residus conju
gues pratiquement. 

n y a done non seulement simplification theorique mais simplifica
tion pratique : allegement considerable de la programmation qui couvre 
desormais a la fois le cas d'une equation determinee et celui d'une e
quation indeterminee. 

qui couvre aussi celui d 1une equation quasi-determiree, en effet : 

2) Considerons a present une equation A X :::. L-~- e quasi-determinee, autre-
""/'-fi .... 

ment dit telle d'apres notre definition que la matrice ATA ne comporte 
lorsque p est grand (mais inferieur a 150) qu'un petit nombre de va
leurs propres voisines de zero (ou nulles). 

D'apres la remarque faite au § A, la solut:t n fournie par l'algo
rithme des residus conjugues sera numeriquem(nt tres voisine de celles 
obtenue en annulant toutes les valeurs propres voisines de zero; au
trement dit les estimations des quantites fonctions des grandeurs ob
servees seront tres voisines numeriquement de celles qu ' on aurait obte
nues en mo~ifiant le nombre ou le choix des inconnues de fagon a trai
ter une equation determinee . 
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