14eme CONGRES DE LA SOCIETE INTERNATIONALE DE PHOTOGRAMMETRIE -
Hambourg 1980,

Commission V - Groupe de travail 1 - Communicatiom de HOTTIER
(Institut géographique national - PARIS)

* * *

Couple, méthode des résidus conjugés et équation d'observation
"quasi -~ déterminée”.

Summary

It is shown that in the case of the stereo-pair (less than 150
unknowns : spatial coordinates of object-points, bundle unknowns and addi-
tionnal parameters of systematism) it is not necessary if a semi-iterative
method is used like that of conjugated residuals to distinguish several
cases in the software (relative orientation, general compensation with
relative orientation, scaling, absolute orientation, additionnal parame-
ters of systematism or not ..) : a unique observation equation for image
coordinates, the most complete one covers all cases; the normal system
can be undeterminated (relative orientation), determinated or“quasi - de-
terminated"(only a small number of small spectral values for the normal
matrix);in all these cases the solution given by the algorithm of conju-
gated residuals is numerically correct. This allows a considerable sa=-
ving of software.

1. Introduction

Le probléme de la résolution du couple en photogrammétrie analy-
tique est posé habituellement dans les termes suivants : résoudre un
ensemble d'équations d'observations relatifs & deux sortes de mesures :

- des mesures au comparateur de coordonnées-cliché o;y:, x; y!

des points-images gauche et droit d'un ensemble de points-objet

- des mesures X Y Z de coordoqnées de points résultant d'opéra-
tions de triangulation (ou des mesures de distances etc...).

Si 1'on suppose exactement connues distances principales et
points principaux relatifs aux deux clichés, les équations d!observa-
tion aux coordonnées-—cliché sont aprés linéarisation de la forme :

ket B4R ek () ()
a/dX; + €] dF K= (;1{)_ (:;3) (1)

dX, désignant l'inconnue de point relatif au g point, c'est-a-dire
les variations qu'il faut faire subir aux coordonnées approchées de ce
point pour obtenir ses coordonnées vraies, dFy et dF, les inconnues de
faisceau (variations des sommets des deux faisceaux, rotations diffé-

rentielles de mise en place), e, ... e . les erreurs de mesure, k., ki les
termes constants e ¢
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Quant aux équations relatives aux points d'appui (control points)
on les écrits sous la forme :

d X,

¢

= Xpo= Xoo ™ Sxyp (2)

! ’ T,

Xe s designant les coordonnées terrain, et ¢ leur erreur, X . les
coofdonndes approchées. Xri e
Si aucun appui n'entre en jeu (probleme de 1l'orientation relative)
les équations (1) donnent aprés normalisation une équation indétermi-
née; il faut rajouter sept conditions indépendantes (par exemple : som-
mets fixés; vecteur définissant la rotation différentielle de mise en
place du faisceau gauche & composante nulle selon la base).

Enfin dernier point, lorsque les appuls sont en nombre suffisant
et adéquatement disposés, on améliore en moyenne sensiblement l'exacti-
tude en rajoutant dans les équations aux coordonnées-cliché un certain
nombre de paramétres rendant compte de systématisme ou de déformation,

I1 en existe un grand choix; ainsi & 1'I,G.N. utilisons-nous les
variations de distances principales, et de coordonnées des points prin-
cipaux Apy, dpy, dap, Ay, olx, ot Ay, » et deux inconnues

de distorsion radiale A1 et A3 en r (r distance radiale au centre de
cliché)*

Les équations (1) sont alors réécrites sous la forme :

e e als 2 = Gy e
atex, e 8R reidG Rl (;§i>-( il

dGq et dGp désignant respectivement les inconnues de systématisme re-
latives aux deux clichés.

* * *

Si bien qu'un programme universel doit couvrir les situations
suivantes 2

* Ces inconnues n'ont presque aucun sens physique, contrairement & ce
que peut laisser croire leur dénomination : l'expérience a simplement
montré qu'elles étaient efficaces pour absorber certaines insuffisan-
ces du mod®le, c'est-a-dire modéliser certains défauts comme celui
d'une mauvaise application du cliché sur le fond de chambre; aussi
sont-elles prises différentes & gauche et & droite m8me quand les
deux clichés sont issus de la méme chambre,
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- orientation relative pure : éguations (1) + 7T conditions
- compensation générale des mesures—cliché et des mesures terrain
dans différents cas :

. sans inconnues de systématisme quand le canevas d'appui
est pauvre

. avec une partie des inconnues de systématisme pour un ca-
nevas moyen pauvre ou riche mais plat

avec toutes les inconnues quand le canevas est dense et
bien tridimensionnel,

Le mode de programmation le plus utilisé consiste & remarquer
qu'on élimine facilement les inconnues de points dX; dars le systéme
normal, plus précisément qu'on peut -~ il n'y a aucune difficulté ma—
thématique - calculer directement l'apport des équations aux coordon-
nées-cliché au systéme normal résiduel ou ne figurent plus que les in=-
connues de faisceau et éventuellement des inconnues de systématisme.

Mais tous ceux qui ont opéré de cette fagon - et j'en suis -
conviendront qu'elle demande un gros volume de programmation, d'au-
tant plus gros qu'on veut effectivement couvrir tous les cas, et que
les cas ambigus posent de douloureux casse-t8tes : quand faut-il et
quand peut-on introduire des inconnues de systématisme ?

Pour tourner l'obstacle, clest-i~dire pour éviter que par surprise
surgisse une matrice mal conditionnée on peut évidemment écrire de pseu=-
do~équations d'observations du type :

clé.,: O/' 0(6&=O
convenablement pondérées de fagon & éviter un mauvais conditionnement
tout en préservant llefficacité des inconnues de systématisme, liais
le choix de ces poids est fort délicat et oblige & une cuisine peu

ragolitante,

2. Le couple et la méthode des résidus conjugués

Notre but est d'attirer l'attention sur le point suivant : dans
le cas du couple tous les inconvénients gue nous venons de signaler
disparaissent simultanément si on emploie la méthode des résidus
conjugés.

- d'abord, et ce fait commence & 8tre connu, diminution considé-
rable du volume de programmation,(avantage essentiel lorsqu'il
faut programmer sur de petits ordinateurs) et mise au point
plus facile.

- en outre - et c'est & cause de cela qu'a été écrit cet article =
possibilité de supprimer toute équation de condition et toute
pseudo~équation d'observation posée pour lever une indétermina-
tion : on peut n'éerire qu'une seule équation d'observation par
mesure avec toutes les inconnues de systématisme et qui vaut pour
toutes les situations.

Nous estimons que parce qu'ils interviennent simultanément ces
deux avantages sont considérables; précisons bien que nous n'envisa-
geons ici que le cas du couple (3 la pigueur d'un petit nombre de
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clichés) ou le nombre d'inconnues reste assez faible (moins de 150 en
général), et les équations trés creuses (une quinzaine de coefficients
non nuls seulement); dans les asutres cas il se peut qu'il faille mo-
duler les affirmations précédentes pour tenir compte de l'effet des
erreurs d'arrondi,

3* * *
Rappelons d'abord briévement l'algorithme des résidus conjugués[
(1) Dufour, IGN } Soit AX = L-¢ 1'équation d'observation; et suppo-
sons d'abord que le rang de A soit égal & son nombre de colonnes (cas

classique); l'algorithme fournit la solution X = (ATA)-1ATL en 2
itérations de la séquence suivante ¢

1978 shbradann 1°™€ jtération
R, = ATL Kim Riug™ By Thoa ()
T, = ATAR, T.= ATAR,
é, - ?4’724 /ETT_, é; = ?TR,_/I‘TT‘/ ﬁ‘.___ ?‘-TR“/P;Z Riey
E = éa,‘ 5 = fﬂ; Pru ﬁ‘?;+pif“-4,' =BT +6 Ty
My = S,TR: /‘ST-Q i = er:/S‘.TS}
X1:M1f4 Xe: X‘_.{*M[Px

I1 est caractérisé par les deux propriétés suivantes

- la somme des carrés des résidus R TR. diminue a @haque itéra~
: i
tion (on peut donc arr@ter le processus quand Ri Ri < &

- les résidus successifs sont conjugés : RjATA Ri =0 V¢ z~#

Pour la pratique, il faut remarquer que seuls 4 vecteurs auxi-
liaires (Ri, Ti, Pi, S;) dimensionnés au nombre d'inconnues sont né-
cessaires, et qu'il n'est besoin d'aucune normalisation préalable s
le vecteur T; = ATy R; se calculant par les appo rts successifs de
chaque équation d'observation; clest en ce point d'ailleurs que ré-
side la limitation de la méthode : il faut avoir un accés rapide aux
équations d'observation puisqu'on est contraint en principe de les
faire défiler-ﬁ fois de suite., Mais le probléme ne se pose pas dans
le cas du couple,

La programmstion est d'une trés grande facilité,

* * *

Ceci étant nous affirmons quton peut simplifier considérablement
1l'analyse et la programmation en n'écrivant qulun seul type d'équa-
tion d'observation aux coordonnées-cliché savoir le plus complet (3) :
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et en utilisant l'algorithme des résidus conjugués.
On obtient si Aﬁ = L-¢ est 1'équation matricielle d'observation ¢

- quand 1l'équation est déterminée (canevas d'appul dense et bien
tridimensionnel) la solution classique

- quand 1l'équation est indéterminée, c'est-a-dire quand quelques
valeurs propres de ATA sont nulles , et toutes les autres net—
tement positives, la solution intrinséque, c'est-i-dire une so-
lution qui convient tout aussi bien que les solutions classi-
ques (obtenues en posant des conditions convenables) en ce sens
gue l'estimation de toute quantité fonction uniquement des quan—
tités obserwées est la m8me* que 1l'on opére de 1l'une ou l'autre

facon,

- quand 1l'équation est "quasi - déterminée", clest-idire ici
%voir lt'appendice pour une définition plus précise et plus gé-
nérale) en cas de canevas d'appui trop pauvre ou trop plat pour
qu'on puisse déterminer correctement toutes les inconnues de
systématisme (certaines valeurs propres de la matrice normale
peuvent en outre &tre nulles ) une solution numériquement trés
voisine de celle qu'on obtiendrait en supprimant les dites in-
connues.

autrement dit dans tous les cas, et par la mé&me programmation "la®
solution du probléme, La démonstration figure & l'appendice,

3, Egsais

Le programme écrit & 1'I.G.N. conformément & ce qui vient d'é&tre
exposé ne comporte qu'un seul type d'équation d'observation aux coor-
données-cliché (3) avec 8 inconnues de systématisme, aucune équation
de condition ou pseudo-équation d!observation,.

On a pu comparer pour quelques couples les résultats fournis par
ce programme avec ceux d'un programme classique :

- Quand on fait intervenir un canevas d'appui suffisant pour que
la matrice normale soit correctement conditionnée, aucune diffé-—
rence notable entre les deux programmes ; ce qui était attendu
et trivial,

- Le cas le plus intéressant est celui de l'orientation relative
pure; classiquement on forme le modéle, et on l'ajuste ensuite
sur les appuis par similitude; ici avec la méthode des résidus
conjugués la formation du moddle (suivie comme précédemment
d'un ajustement sur le canevas par similitude) apparatt comme
tout & fait audacieuse : 7 valeurs propres de la matrice normsle

* Ainsi, s'il s'agit du probléme de l'orientation relative pure - et
s'il n'y a pas d'inconnues de systématisme, on obtient par ce procédé
les mémes coordonnées spatiales pour les points du modéle & une simi-

litude prés que lorsqu'on pose des équations des conditions, S'il y a
des inconnues de systématisme, on se trouve dans le 3&me cas : une

équation "quasi - déterminée",
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sont nulles; de plus 8 autres, celles correspondant aux incon-
nues de systématisme sont voisines de zéro.

Or cela marche trés bien

froarqmmc c/ax:«'yuc Relsielys CouJ'ugue'J
Covple e oy nd A 4 n L4 N
114 A Z:;I;ﬁﬂ;ﬁ 190 | agolt Tob | S88 1L 1200 2 ?;”jj/;fj‘
N FA P B s P Y A s
LN 8 ool IO P R P bl Bl ol 22N el
TR SR ol MAod NS A TR DA b AN DA R 20 Ridady o4

Formation du moddle (basculement et mise & 1'échelle
effectuds ensuite par similitude).
Comparaison des résultats obtenus par une méthode classique et
de ceux obtenus par les résidus conjugués (aucune équation de
condition, soit 7 valeurs propres de la matrice normale nulleg
8 inconnues de systématisme non déterminables soit 8 autres
valeurs propres voisines de z610) o

Unité ¢ 1le pm

12,19,23, 2xy3 : écarts moyens quadratiques aux points de

contr8le (check-point) ramenés au plan du cliché
amr,Amy Awz Away2:écarts maximaux

dg:estimation de 1l'emg des mesures

E échelle moyemne
B/D rapport base/éloignement

Les différences constatées sont de 1l'ordre de quelques pour cent ; elles
peuvent &tre imputées aux erreurs d'arrondi, & une programmation insuffisan-
ment étudide, & 1la limite au principe méme de la méthode : car nous n'affir-
mons pas que la méthode des résidus conjugués fournit en cas d'équetion quasgi-
déterminde des résultats identioues & ceux de méthodes nlus classioues, mais
seulement des résultats numériquement trés voisins. Or ocuelle que soit la cau-
se des différences constatées, c'est bhien le cas ici.
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APPENDICE

A - Ce que donne la méthode des résidus conjugués dans le cas d'une
équation normale ATA X = ALK indéterminde ou "quasi - déterminde".

-——— Dans le cas ou l'équation ATA X= ATK est indéterminde, c'est-a-
dire quand une ou plusieurs valeurs propres de la matrice ATp
sont nulles, la méthode fournit théoriquement (c'est-a-dire en
1'absence d'erreurs d'arrondi) la solution intrinsdque de 1'é-

quation (impossible)n%%1 = K, c'est-a-dire la solution nor-

male de norme minimale :
X_ = AK = (47a)"aTk (1)

-

A désignant 1'inverse intrinséque de A ( ou inverse de Moore -
Penrose :

AATA = A3 ATAAT = AT AN = (AA“)T; ATA = (A"A)T Yo

Ce fait est connu; en voici une démonstration trés simple
qui a2 le mérite de laisser voir ce que donne la méthode des
résidus conjugués quand on l'applique & la résolution d'une
équation ATA X = A'K "quasi - déterminée", autrement dit d'une
équation dont la matrice AT comporte un petit nombre de va-
leurs propres voisines de zéro ou nulles,

Soit r le rang de nAp (r ¢ p); on peut toujours diagonali-

T by . . 2. o
ser A"A, c'est-a-dire trouver une matrice d'opérateur unitaire

U (vuT = UTU = I) telle que 3

A,
ATA = VUTA U avec: A :[AA ] :[ )l,‘>
rr 0 2

o

L'équation ATA X = ATk peut alors s'éerire :

AX's W over: ¥H's UX/- W= UVATK (3)
ou encore

Al = ur . wt. P e w7

0yl= 0 aia i (14’)/ '(0 (4)

I1 faut alors remarquer [(1) Dufour p.6] que les scalaires
ki, 13, m; qui interviennent dans 1'algorithme [ §2;(4)] sont
des invariants eu égard au changement de base défini par U, et
qu'il en est de m8me pour les vecteurs dont R;, Tij Si et Xy
sont les matrices; il revient donc au méme d'appliquer 1l'algo-
rithme & 1'équation écrite sous la forme (4); or la solution
alors fournie par l'algorithme est - ainsi qu'on le voit
immédiatement s

= (3] = (U = ()
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d'ol revenant & la base initiale 3
X =00 (Mg )" U ATk = (aTa)aTk = Ak (5)

-— Considérons 2 présent le cas plus général oh 1'équation ATA X = AT
est"quasi-déterminde c'est-a-dire celui ol la matrice ATA ne compor-
te qu'un tout petit nombre de valeurs propres voisines de (ou égales
a4:,zéro ; cas trés fréauent en pratique, nuiscue intervenant chasue
fois qu'on rajoute aux inconnues du probléme un petit nombre d'incon-
nues de systématisme destinées & rendre compte de certaines déforma=-
tions sans savoir si les donndes do : on dispose sont suffisantes
pour les déterminer correctement,

Au lieu, qu'aprés diagonalisation, on ait 1'équation ¢

/ G :ﬁ
N X = W )2_" X A I ¥
Ay LA
o (o]
o 0 (6)
N\
on a naintenant ¢
X w
{ e wy
A}'L xl - l;lr,g_ !
% %
4l._E Yo
\ =) & -
avec 5f¢-~fﬁd,%,VL’~‘#-m infiniment petits
I1 est clair alors si on se référe au cas d'une égquation indétermi-
née (é¢= f¢ = -~ =4=-144=0) et si on n'oublie pas que par hypothése
(p~r) est petit d=vant v quand p est grand, cue les r premidres séqgenn
ces de'l'algorithme fournissent une suite de solutions approchdes X,
¥ - N v = - % . . .
ineesZy infiniment voicines de celles qu'on obtiendrait si lesé& et les V:
étaient nuls, autrement dit si 1'éauation était indétermin‘e et de rang r

Au-delé des r premidres itérations, les coefficients my sont en cas
. ’ . . - 3 - 3 > *
de quasi-deteruination, quasi-infinis et 1~ sclution ne se modifie plus;
i1 n'y a donc rien & craindre.

En conclusion : la résolution par l'algorithme des résidus conjugués
d'une équation normale ATA X = ATE % nombre d'incomnuer reclativement fai-
ble (mettons moins de 150), suffisamrent creuse (deux conditions assez
fréquemment réalisées, qui ¢liminent les difficultés dues aux erreurs
d'arrondi), et quasi-déterminée (seul un tout petit nombre de valeurs
propres peuvent avoisiner zéro) donne ¢

- quand 1'équation est indéterminée, la solution initrinsique X =A"K

-~ quand l'équation est gquasi-déterminée, une solution numdriquement
voisine de celle qu'on obtiendrait en annulant les petites valeurs
propres de ATA, clest-h-dire en substituant & la matrice ATA = UAUT
(Adiagonale des valeurs propres) la matrice M= U()o Y UT, ot au
deuxitme membre ATE = U'W, le vecteur vt ()

ou encore dans le cas gui nous occup? =n supnhrimant dans la ma-

trice A les colonnes correspondant aur inconnuecs de systématisme,

- la solution classique quand 1'équation est déterminée,

I1 y a donc continuité; et c'est certainement avec la simplicité
d'emploi ce qui assurera dans l'avenir unc place importante & ce type
de méthode,
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B) Théorie des moindres carrés, méthode des résidus conjugués et écuaiion

d'observation"quasi-déterminde”

1)

Considérons d'abord le cas limite : une équation d'observation indé-

terminée s . | "
o - e L 3 -

J?ﬁ; = j} avec ¢ rang A=r < D (1)

(é:vecteur erreur; i:inconnue thomposantes); L: observation)

On a 1l'habitude classiquement pour lever 1l'indétermimtion, de poser

p~-r conditions indépendantes, qu'on peut toujours écrire moyennant

un choix convenable de la solution approchée sous la forme ¢

\737)2 = O ; avec raug = p-r, Fasy AT BF) =2 (2)

» - . 3 - . * > B
La solution optimale (1l'estimateur sans biais & variance minimale
est alors**(nous supposons pour simplifier ici que la variance des
observations est scalaire) :

X= [A(1-38)] L (3)
(M~ désignant comme au § A l'inverse intrinsdque de M),

L'estimateur optimal de toute quantité fonction des,quantités ob-
servées, clest-a-dire aprés lindarisation de la forme Y = CL = CAX

est alors :_ _ _
T=CL=cAX = CA[A(I-B"B)]™ L (4)

Or actuellement on sait qu'on peut procéder autrement : ne pas
écrire 1'équation de condition (2§ et adopter pour X la solution (gui
est encore l'estimation sans biais & variance minimale).

X_= AL (5)
car alors, remarque essentielle, l'estimateur optimal de toute quan-

tité fonction des quantités observées L, c'est-a-~dire de la forme
Y = CL = CAX est exactement de méme forme ¥*** 3

¥ =CL =CAAL = cA [A(I-B7B)]" L (6)

C'est l'une des pierres angulaires de ce court article ,Que signi-
fie-t-elle en effet ? que toute grandeur attachée & la figure & dé-
crire (ici 1la figure formée par les deux gerbes perspectives au mo-
ment de la prise de vue) et qui peut s'exprimer uniquement en fonc-
tion des quantités observées (par exemple pour le probléme de 1'orien-
tation relative les grandeurs observées sont les coordonnées—cliché
des points—images et les grandeurs & déterminer les coordonnées spa-—
tiales XYZ des points—objets & une similitude prds) est estimée de
méme facon dans les deux cas.

*

*%
FHH

Entendre dont la matrice écart-type g. est de norme euclidienne
minimale ( Il v, Il minimal &3 Trace *~? minimale
X X
Voir (3)
Voir (3)

La démonstration de ce résultat repose sur les deux propriétés sui-

vantes faciles & démontrer :

a) 91 S est symétrique et indempotente (SZ=S) s s(as)” = (as)”
b) rang AS = rang A< (AS)(AS)™ = AA™
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L'écriture d'équations de condition (ou depseudo-équations dtobser-
vation) pour lever une indétermimation éventuelle est donc totalement
inutile théoriquement, mais aussi grice & la méthode des résidus conju=
gués pratiquement.

Il y a donc non seulement simplification théoricue mais simplifica~
tion pratique : allégement considérable de la programmation qui couvre
désormais & la fois le cas d'une équation déterminée et celui d'une é-
quation indéterminée,

qui couvre aussi celui d'une équation quasi-déterminée, en effet ¢
2) Considérons & présent une équation :iﬁ;=:;’c
ment dit telle d'aprés notre définition que la matrice ATA ne comporte
lorsque p est grand (mais inférieur & 150) qu'un petit nombre de va-
leurs propres voisines de zéro (ou nulles).

quasi-déterminée, autre-

D'aprds la remarque faite au § A, la soluti.n fournie par 1'algo-
rithme des résidus conjugués sera numériqueme¢nt trés voisine de celles
obtenue en annulant toutes les valeurs propres voisines de zéro; au-
trement dit les estimations des quantités fonctions des grandeurs ob-
servées seront trés voisines numériquement de celles qu'on aurait obte-
nues en modifiant le nombre ou le choix des inconnues de fagon & trai-
ter une équation déterminde,
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