methode enthdlt u.a. die

ot

Der Ansatz der photogrammetrischen Punktbestimmung nach der Bilnde
r einer rdumlichen Drehung fir rahlenblndel. Raumliche Drehungen lassen sich
- SCHUT 1958, THOMPSON 1959, RINNER w.a. 1972, TIENSTRA 1974 - asuf senr viele verschnledene

Weisen parametrisieren. Beli ndherer Betrachtung ergibt sich jedoch, dal fir die bisher be-

kannten Parametersdtze schlecht konditionierte oder sogar singulédre Bindelblock-Normal-

gleichungen auftreten, wenn der Allgemeinfall rZumlicher Drehungen ausdricklich zugel
W

a
erden muB. Die Anwendungen der analytischen Photogrammetrie in der lIndustrie und 1n der Bau-

aufnahme liefern daflr viele Beispiele.

Eine bekannte Parametrisierung stellen die Drehungen um die drei Achsen eines karteslischen

kleinen Drenhwinkeln - wie in der tLuftbildmessung vorkommend -

e

e
Kgordinatensystems dar. Be

gibt es Uberhaupt keine Probleme. Erreicht jedoch die Sekundsrdrehung eines B

i s
hen Melkammer, so werden di

von + 90°, z.B. bei Zenitsufnahmen mit einer terrestrisc ie Normal-
gleichungen des Blndelblocks singuldr. Als Abhilfe - gedacht flir ein universelles Computer-

s
nrogramm - wurde erst kirzlich empfohlen, in solchen Féllen auf eine Drehmatrix mit anderer
nenfolge der Drehungen Uberzugehen oder von Anfang an nur die Rodrigues-Matrix zu ver-

wenden, mit der derartige Probleme Uberhaupt nicnt auftauchen scllen. Wihrend
Kombination von zwel Drehmatrizen durchaus erfolgreich !

o
zeigen wird -, kann die Rodrigues-Matrix

worauf schon THOMPSON 1959 hingewiesen ha

Es i1st daher angebracht, die Parametrisier
licher Drehungen zu Uberprifen und wirk
singuldre falle verbunden sind. Dies ges

a
fir die bekannt gewordenen Drehmatrizen der Photogrammetrie. Danachwerden Ldsungen zur Uber-

windung der Problematik angegeben, insbesondere die sehr einfache und universelle Ldsung
mittels Doppelrotation der Bilder,

n
Im Ubrigen, die nier diskutlierten Ergebnisse gehen aus der Diplomarbeit von Herrn Dipl.-Ing.

D.KLEMM hervo

6]

2]

Die intersuchungsmethode

Das Aufbauelement von Bindelblicken 1is

legrte Ziel, die Normelglelchungen des
i

a
inneren und dufleren Orientlerung als Unbekannte zu untersuchen. Als Untersuchungsmethode be-
5

schreiten wir weitgehend empirische Wege: Die Normalgleichungen werden flr ein konkretes

punktfeld bei unterschiedlicher duBerer Ories

untersucht.

Aufnahmeorte 0
Kantenlénge

)
; Py )
0 m, Kugel-

G -

-8
8
1

5




Als Indikatoren bzw. MaBzahlen flr die Stabilit#dt der Normalgleichungen verwenden wir die
Karrelationen zwischen den Parsmetern sowle die spektrale Konditionszahl. Wie sich hierbel
zeigte, eignen sich die Korrelationen sehr gut, um keine kritischen F&lle zu Ubersehen, und

die Konditionszahl, um.sie sehr prizise im Parameterraum der Orehparameter zu lokalisieren.

Das Palpunktfeld bestenht aus den acht Ecken eines Wirfels, Figur 1. Sein Mittelpunkt ist zu-
gleich Mittelpunkt einer Kugel, auf dessen Oberfldche die Projektionszentren der untersuchten
Bilder sich befinden. Die Aufnahmerichtungen sind stets auf den Koordinatenursprung gerichtet.
Die Kammerkonstante wurde zu Sy = 0,1 m angenammen. Die Gesamtzahl der untersuchten Bildér

auf der Kugel wurde durch die Winkel des als Standard angenocmmenen Systems festgelegt:

Drehung um mitbewegte Achsen

- 180° (10°) + 18Q®
N 9Q° (10°) + 90°
- 1809 (109} =+ lgo°

1

a = Prim8rdrehung: .a

™
i
1

¢ = Sekundardrehung:

w = JTertidrdrehung: "

- s

Damit wird der fUr die praktische Photogrammetrie relevante Parameterraum vollstdndig lber-

orft. In der Ndhe singuldrer Stellen wurde e2ine viel feinere Winkelabstufung vorgenommen.

*
£s seien: )
T
- ! y 7y : .
x = (X,Y,2) Objektkoordinaten eines Palpunktes
L Objektkoordinaten des Projektions-
zentrums eines Bildes
B Vektar von 3 unabhingigesn Dreh-
parametern
R . t Orehmatrix als Funktion der
Drehparameter p
Ty 2y Bildkocordinaten des 8ildhauptpunkts H'

. :
Bildkoardinatenvektor esines B8ild- )
punktes P!

L = (*’CK!}"YHurZ‘ZHj}

T

- { 1 : .
o= {uli),ul2),a(3)) in den 8ildrsum transformierts PaG-
= R( _xe) punktkoordinaten *=)
(1) !

Damit lauten die (blichen perspektiven Abbildungsgleichungen:

ul(2)
= - O e ———
7O Yy K Gl
PN \
u(3j (2)
z oz oz, - o =
R S

Grifen angesehen, die Palpunktkoordinaten

|

»
+
[
oy
w
=
e
w
"y
oy
L3
@
b
.

y und z werden als stcchastisch

e
Die Ubliche Linearform zu (2) lautet:

ul) o
L AR 3y ay
oy = dVH| + — dC, + —— dp + = d
f AR S gD = a <
= -q
(1)
, N {2
ui{3) 3z 3z
az = dz,, + —r dC, + = dp + — dx
H gl S ig ~ 3x_ —oO
= =3 Xq
PN
wWorln mit (1)
*) Vektoren und Matrizen werden untersirichen. . e
**) Meistens wird in der Photogrammetrie fir R die Bezeichnung R benutzt.




Ty du(2) , 3ul(l)
o ull) » ==t - u(2) . Z=
ay - 3pLy) aply)
¢ K will)
P
du(3)
ull) » ——— - u(3) -
~ —_— LYy \ =
8z api )
s c,
ap(j) K
J=1,2,3 (4)
.. 5u(2) 3ull)
il v - (2] - —
Sy cia\j) 950\3'
Sy (30 BK
ax (JJ u?{l)
5 |
3ul3) Jull)
ul(l) - R ul(3) - 5 )
- { = X
-3z - ¢ ot X5t
8x,00) K u?(l)
Fidr die in (&) auftretenden partiellen Ableitungen nach x,03) ergibt sich aus (1)
einfache trgebnis:
Bu(]) S etk - x (k)
—— = RUjk) - ——— 70 s L R(j,k) g,k o= 1,2,3 (5)
g X J ax _(K)
- X5
Diese Differentialguotienten sind bekanntlich von der gewdhlten Parametr
hdngig. Das sieht anders aus bei den Differentialquotienten nach den Drehparametern,

o
B
o~
ot
'
B3
o~
b
—
et

Jok o= 1,2,3

Bei der Ublichen, hier beschrittenen Linearisierung von (2} missen die Diff

Jje
Normalgleichungen de

ven (&), (&), die sich auf die Drehparameter beziehen,

ebenso die daraus aufgebauten

schieden ausfallen und

wdrtsschnittes.

le mit bisher bekannten Parametrisierungen von Drehmatrizen

3

haben wir eine in den

1lt.

Reine ven Paresmetrisierungen entnommen und

1-6 zusammengeste Sie werden im folgenden untersucht, Die FiElle l.a

in der Photogrammetrie am hdufigste

Wir haben die in Figur 1 und Tabelle 2 ersichtliche Drehmatrix, dis

Drehungen eines kardanisch gelagerten Phototheocdolits beschreibt, zum verglei

*le graphischen Darstellungen der Ubrigen Fdlle herangezogen.

1: Unter

—
w
o
w
[
bt
[

suchte Parametrisierungen von Orehmatrizen

1. Drei aufeinander folgende Drehungen um Koordinatenachsen
l.a Drehungen um mitbewegte Achsen
1.b Drenungen um feste Achsen
l.c Euler-Drehungen
2. Eine Drehung um eine einzige spezielle Achse
2.8 Drei unabhingige Parameter
2.b Vier abhingige Parameter
3. Drei Elemente der Drehmatrix werden als Parsmeter eingefihrt
3.a Drei Nebendiagonalelemente als Parameter
3.b Drei Hauptalagonale emente als Parameter
4, S
4
4
5. P Doppelrotation

chsstandard
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isierung von R unab-

ebenfalls

erentialquotienten
ch gewdhlter Parametrisierung ver-

rdumlichen Rick-

Tabellen
n und 1.b kommen
ihnen gibt es mehrere Variationsmidglichkeiten.

sehr anschaulich die

fir




3.1 Drei aufeinanderfolgende Dre

Geht man von der in figur 1 dargestellten Nullstellung eines Bildes a

nur Rechtsdrehungen zu, so gibt es 3!

£

ra

11 l.a aus dreil

hungen um

£inzeldrehungen zu bdilden.

Koordinatenachsen

z

=]

verschiesdene Mdglichkeiten,

11586

E— aus

0

Drehmatrizen

€ und 1380t

fir den

i
u

Sie kommen durch Permutation der Winkelreihenfeclge

zustande. Fir die in der Tabelle 2 gewdhlte Reihenfolge zeigt die Figur 2 die vollstdndige Zahl

der

Man

liebigen Werten fir die Primdr- und Tertidrdrehungen.
g

-
i

aus Tabelle 2 folgende Drehmatrix (

\
e

hiermit verbundenen singulédren Fi3lle an.

erkennt, singuldre Fidlle gibt es ausschlieBlich bei Sekundidrdrehungen von + 90° und be-

Im vorliegenden Fall gehdrt hierzu die

Tapelle 2: Drehmatrix fir Orehungen um mitbewegte Achsen,
Figur !, Reinenfolge a,c,n, Fall l.a
| . ] .
i COsSacose SinQCose 1~ sine
| cosasinesinn - sinacosn sinasingsinu + £OSQCOSH i COsSESiny
|
gccsasinsccsx + sinasinn 'sinasinecosx - cosasing % COSECOSH
Tabelle 3: Drehmatrix flUr die fulerdrehungen a',c',x', Fall l.c

.

cusa’'cosc'cosn’-sina'sinn’

-cosg'eosge'sinu’ -gina'caosn’

sina'coscicosn '+~cosa’sinn’

~gina‘cosgisinu'+cosa’casn’

-gingicoswn’

sing'sinn’

cosa'sing’ sina’sing’ cose’
Primdrdrehung a' um ZI-Achse, Sekundirdrehung £' um Y i -Achse,
Tertidrdrehung #' um Zq,r‘—Achsa
.
Tapelle 4: Drehmatrix fir die Drehung vy um 2ine einzige
‘spezielle Achse, Fall 2.c*)
2 . . ! -
1*(l-cosy)+caosy ji{l-cosy)-k siny | ki(l-cosy)+] siny |
C ‘ ) | , |
1j{l=-cosy)+k siny i*{l-cosy)+cosy ; kj{l-cosy)-1i siny |
. . . . . . , \ |
ik(l-cosy)-j siny Jk{l-cosy)+i siny | k*(l-cosy)+cosy |
i |
#) In den Berechnungen wird k ersetzt duren k = 1-i%=-j?
1,j,k: Richtungskosinus der Drehachse
Tabelle S5: Orenmatrix mit den Nebendiagonalslementen Ty, = A,
r, = B, r = { als Parameter, Fall 3.3
1 23
| .
| D A 8
|
| -AE-DCB DE-AC c
| (1-8%) (1-87%)
| - N
| AC-DEB 8 1-g7-g?
| (1-8%) )
Abkilrzung: D = l-A%-87%, £ = 1-8%-C°
Tapelle 5: Rodrigues-Matrix, Fall 4.a
r, 2 2 a : .
| 1+0.25(a*=p%=c®) - ¢+0.50ab 5+0.50ac
1
o i1 A = . - 3 oo
Rz 21 exC.50z20 1+0.25(=-a%+b?-c?) - 3+0.50bcC
|-5-0.50a¢ a+0.508¢ 1+0.25(-a*-b+c?
K = 1+0.25(a *G:#-Cz)




Crod

Sekundard rehung gy in

Singularitdten der Normalgleichungen als Funktion der
ODrehparameter a,¢,x, Drehung um mitbewegte Achsen,

Fall l.a
1.0 : 10°
3 TN e
g , \ & 10
Noen ! =
~ T ad
N i \ 3
> )
2 0s- T
N / . B
= / L0t 2
— 1 = =
o / :j'ﬁ =
S g =
~ o coe =
2 00n - - c— N 0
a N £, =
2 e / ;?J— &
=~ 3
3 \ / Coard =
= i i g7 =
= i £ . ==
2 -0.54 | Ll R
o I i K//d 7
= —‘-f%["\\\.~—4 /
=10 T - 7 T T T
—150 ~133 =30 -5 g <3 £
Sekundardrebung £ in Crud

"

a=x=00Crad

rrelation und Kondition bei Drehungen um mitbewegte

a
Achsen, Fall 1l.a

!
0 0 = 1y
S
|
R 2 in(k+a) cosix¥a) o (7)
—_ i
{e = + 90°9) os(x+a}-sin{n+a) g
|

Sie erkldrt algebraisch, dal durch die spezialle Sekundirdrehung die Achsen fiir o und » zu-

sammenfallen und 1 nicht mehr getrennt bestimmt werden

kdnnen., Mathematis onderrolle gegeniliber den b~
t

S U
rigen Spielarten von Fal [ nal 1 &¢ sich der Ur diese Matrix festgestellte Befund

a
chne welteres sinng Falles l.a lbertragen, sogar auch

r
auf alle 6 Variationen von Fall l.b, da dort nur die Reihenfolge der Einzelmatrizen umgekenrt
wird. E£s muB jedoch betont werden, da@ zu jeder Variation die entsprechende Sondermatrix

analog (7) eine andere Yerteilung der Matrixelemente aufweist.
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In Figur 3 sind fir ein typisches, ausgewdhltes Profil @ = w = 0 die Korrelations- und Kon-
ditlonsverhdltnisse zum eben betrachteten fFall dargestellt. Die darin ersichtlichen Eigen-

schaften kdnnen auch fir die folgenden f&lle als reprédsentativ gelten. Aus dem allgemeinen,

durch die Parameter- und Palpunktkonstellation bestimmten Konditionsniveau van ca. 105 - 10°

ragen die singuldren Stellen mit einem sehr schmalen, sehr hohen Peak heraus {ca. lGa). Die
Lokalisierung gelingt nur, wenn man sich der kritischen Sekundirdrehung in sehr feinen Schritten
auf weniger als 0,1° nahert. Dagegen antstehen sehr hohe Korrelationen nahe + 1 schon in esinenm
sehr weiten Umkreis um die singuldren Stellen. Im Ubrigen, die grdBten Korrelationen aller 9
Parameter entstanden fast immer zwischen den Drenhelementen. Zum besseren Verstidndnis der nu-
merischen Aufl8sung der Peaks sel hinzugeflgt, daB alle Berechnungen mit einer Mantissenlsnge
von 15 Stellen auf einem Computer IBM 370/168 der TH Darmstadt ausgefihrt wurden {keine Nach-
iterationt).

Eulerdrehungen, Fall l.c in Tabelle 1, nennt man solche DOrehungen um mitbewegte Achsen, beil
denen die Tertidrdrehung stets um die gedrehte Primdrachse ausgefihrt wird. Die Eigenschaften
der Eulerdrehungen im rdumlichen Rickwédrtsschnitt sind den eben untersuchten fdllen sehr ver-

wandt, Tabelle 3, figur 4 und 5.

=
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Figur 4: Singularitdten der Normalgleichungen als funktion
der Eulerdrehungen a',c',n’ .
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s

e

e

.

o

CTREVTURY ey T g i
La489898889
wkirule honditionszahl

RN

F

S

Korrellutionskoef fizient {o.x)

ehungen, fall l.c
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£s gibt auch hier 6 Méglichkeiten, Drenmatrizen aufzubauen. SingulEre Fédlle erhdlt man immer,
n

wenn die Sekunddrdrehung die Werte 09 oder + 180° annimmt.

Jede Drehung eines Achsenkreuzes im Raum kann auch durch eine einzige Drehung um eine einzige

Achse beschrieben werden, RINNER u.a. 1972. £s treten vier Parameter auf: Der Parameter y be-

zelchnet die Drehung und i,j,k die Richtung der speziellen Drehachse. i,j,k missen die Bedingung

vaon Richtungskosinu

erfillen. Flhrt man alle vier Parameter als Unbekannte und dis Bedingung (8) in die Ausgleichung
des Rickwdrtsschnittes ein, so entstehen, ohne dal wir dies hier nachweisen, Uberhaupt keine
singulédren F&lle. Wegen der VergrdBerung der Normalgleichungen um zwei Gleichungen haben wir

diesen Fall 2.b nicht weliter verfolgt. Es gibt einfachere LBsungen, Kapitel 4.

Wir untersuchen ¢

5]

gegen den Fall 2.a, bei dem der Richtungskosinus k mit Hilfe von (B) in der
.
t

£ o

Matrix substituiert wird, Tabelle 4. Wie die crgebnisse zeigen, figur 6 und 7, sind bei einer

Vielzahl von Parametern singuldre F&lle vorhanden.

Figur 6: Singularititen der Normalgleichungen als Ffunktion der
Drehung um eine einzige spezielle Achse, Fall 2.
Darstellung im Parameterraum des Falles l.a

-
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Primédrdrehung (o) in Grod
¢ =x=0Crud

Figur 7: Kondition fir die Drehungen um eine einzige spezielle
Achse, fFall 2.a
Darstellung 1m Parameterraum des falles l.a




3.3 Drel Elemente der Drenmatrix werden zls Parameter ﬂanefunrt

Es gibt hierzu von den vielen konkreten Méglichkeiten zwei bekannte Fille von Drehmatrizen:
Man wdhlt drel Nebendiagonalelemente als Parameter aus, siehe Tabelle 5; die Ghrigen falgen

P

aus den Orthogonalititsrelationen. Diesen Fall hat bekanntlich der British Ordnance Survey

benutzt. Beim zweiten Fall verwendet man die drei Diagonalelemente als Parasmeter.
Ven den angestellten Untersuchungen geben wir nur die wesentlichen frgebnisse wieder. Die
singuléren Fdlle der Orehmatrix 3.a befinden sich auf sechs, paarweise parallel 2u - bzw.

senkrecht aufeinanderstehenden Ebenen:

lwel a - E£benen: a = + 90°
lwei £ - Ebenen: € = + 90°
Zuwei x - Ebenen: ® o= + 90° R

Die Zahl der sinquldren F&lle ist also betrdchtlich. Fur das spezielle Profil a = #« = 0 wurden

die Konditiaonszanlen berechnet, Figur 8.

Auch fir die Orehmatrix 3.b ergibt sich eine sehr groBGe Zahl von singuldren fdllen, die im

Parameterraum a,¢,x jedoch nicht auf Ebenen, sondern auf Raumgeraden angesiedelt sind.

In diesem Abschnitt untersuchen wir zur Fallgruppe 4, Tabelle 1, nur die Rodrigues-Matrix, Ta-
belle 4. Die Cayley-Klein-Matrix, und damit ihre gesuchten Eigenschaften, geht ndmlich senr ein-

b, %c gewahlt werden.

3 fee

. . R . . 1
fach aus der Rodrigues-Matrix hervor, wenn als Parameter die GréQen a,

Auch mit der Rodrigues-Matrix stsG8t man beim all lgemeinen riaumlichen Rickwdrtsschnitt auf eine
Vielzahl von singuliren Fillan, Figur 9 undg 10, Sie lassen sich durch einen Vergleich mit dem
Standardfall l.a auch algebraisch bestdtigen. Wir geben nur das Ergesbnis bekannt:

-

Singuldre Fdlle der Rodrigues-Matrix im Parameterraum des Sonderfalles l.a:

a = 0° und x =z + 18@“ Q< :"9Q° und gs - x; = 180¢
| |
# = 0% wund o = + 180° € = + 90% und j@ + x| = laoe°
|
€ = 0% wund x = + 180° ®» = + 90° und }u + £1 = 180°
g€ = 0° wund o = » 1B8Q°

4. VYermeidung instabiler Fdlle, insbescndere durch Paramebtrisi

erung mittels Doopelrotation
Aus den Untersuchungen des Kapitals 3 geht klar hervar, dad - sieht man einmal vom nicht weliter-
untersucnten fFall 2.b ab - s&mtliche Parametrisierungen bei allgemeinen DOrehungen im Raume sin-
erpragramm fdr allgemeine Orehungen konzipieren,

uldre Stellen aufwelsen. Will mar ein Caor cu 34

so mul man also nach stabilen Auswegen suche

In den Untersuchungsergebn a
gewissen Umfange bestitigt sehen, ninm
sierungen weltarzuverwende £

e zusammenbricht, siehe

w
o
(]
"y
Frd
[t}
e
(]
(o8
iyl
=]
e
]
o
r
=
0
[s]
=]
[t}
3
Yy
»
"3

gleichungen erst in allernich
erneut die Figuren 3, 5, 7, 8 und 10. In einigen numerischen Beispielen haben wir sogar in den
kritischen Punkien selbst noch plausible Ldsun . Vermutlich haben kleine Rundungs-

n
ndert. Man kénnte sich daher auf cen

fehler das exakts Ervelchen der kritischen Stallen verni

Standpunkt stellen, 1in der Praxis werde der kritische Fall, da er Jja so exakt getruffen werden
mul, Zuderst seltesn vorkommen und unter Umstanden helfen dabei RAundungsfenler iber die Klippe
hNinweg! Aber - scllte man sich auf einen. solch unsi cheren, wenn auch senr seltenen VYorgang
verlassen, wenn 2s andererseits =ine allgemeine stabile Ldsung gibt? Wir betrachten hierzu

Zwer Ldsungwege.




(S
Speddrale Konditionszohl

VYNV I TV T YOO PR PO VYT T YT T
Lo

ition Fflr die Drehmatrix mit den Nebendiagonal-
menten rlz,ru,rz3 als Parameter, Fall 3.3

e
Darstellung im Parameterraum des falles l.a

Figur 9: Singularitéten der Normalgleichungen als Funktion der
Drenparameter a,b,ec nach Rodrigues
Darstellung im Parameterraum des falles 1.a

Kombinationen verschiedener Perametrisierungen sind nur dann sinnvoll, wenn inre singulédren

n. £in Computerprogramm miBte also, je nach

e

Falle bei klar getrennten Raumdrehungen auftrete
den vorkommenden Drehbetrigen, sich fiir die stabilers P rametrisierung sls Programmodul ent-

scheiden kdnnen.

inatenachsen und zwar die fiElle

Drehung im Raume aus drei Einzel-

drenungen in der Reihenfolge i,j,k, so lassen sich die sechs md ombinationen von
L

Drehungen um die Kocordimatenachsen X, ¥,2 wie
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R o= Ei ' 33 ' ﬁk = Eijk ; . (9

wobei (i,]j,k) eine beliebige Permutation aus 1,2,3 bedeutet. Mit R erh&lt man Singularititen,
[

wenn die Sekunddrdrehung um die j-Achse + 90° betrdgt. £s gilt dann nach Kapitel 3.1 fiUr die
lemente von r. .

E ~ijk

R(i,k) = + 1 Die idbrigen vier Elemente von R kdnnen in Abhdngigkeit der

R(i,J) = R{i,1) = 0 Drehungen um die Achsen i,k beliebige Werte im Intervall

R{j,k) = Rik,k) = 0 {ol,+l} annehmen. Die Kombinationsverschrift kann nun formu-

. . . . . + R . o .
liert werden: Eine Drehmatrix R, die mit Rk keine gemein-
~
4

]
samen singuldren Stellen im Parameterraum haben soll, muf in ihren singuldren Fallen fUr das

Element R7(i,k) die Werte + 1 ausschlieBen. Dies trifft nur zu bei den Matrizen B+ikj und
R+jik' £s ergebn sich damit die folgenden Kombinationsmdglichkeiten:

R R* ) Die Regel 130t sich fiir Ryp3 in der figur 2 anschaulich er-
ijk i ikj  jik erkldren. Die singuldren Fdlle zu 5{32 liegen auf zwei pa-
1231 132 213 rallelen Geraden ¢ = 0, @ = + 90° und zu R3,; auf den Geraden
132 123 312 € = 0, » = + 90°, Sie verlaufen alsc parallel zu den Ebenen
2134 231 123 . . » : . \ . e

2311 213 3121 der singuldren FElle von 3123, sie kdnnen also keine f&dlle
31z 321 132 gemeinsam haben. Die Kombinationsregel bezieht sich auf

321 312 231

Drehungen um feste Achsen.*) Durch Umkehrung der Indexreihen-
folge in (9) usw. folgt die entsprechends Vorschrift um mitbewegte Achsen,

Beispiele:

Die in der Luftbildmessung Ubliche Drenmatrix aus mitbewegten Achsdrehungen in der Reihenfolgs

Y tet hier f = R . le i binier mit | mi i . Ni f np=
wy@,n um X,Y,Z lautet hier iwwx LEPS) Sie ist kombinierbar mi iwmn und mit Bone Nicnt emp
fenlenswert ist die Kombination van ﬁwa mit der in der tesrrestrischen Photogrammetrie anzu-

treffendén Orehmatrix iasn =z 312}.

Anstelle mit zweli kombinierbaren Parametrisierungen kann man das Problem einfacher und universell
mit der ven uns so genannten Doppelrotaticon ldsen. Dieser Weg ist vermutlich nicht neu, jedoch
welitgehend unbekannt,

Wir ersetzen in (1), Kapitel 2, die Rotation mit R durch die Doppeirotation

- . 110)
R = dR is (109
Man erhdlt damit anstelle von (1):

g = dR - R o(x - x.) (11)

R, soll eine N&herung fir R darstellenund in einer 1.

D
dbernenmen. dR braucht nur noch eine kleine Restdrzhung auszufihren.
e

nal. Fir dR gibt es bekanntlich eine senhr einfache

2 aus der Gruppe l.a und l.b:

- T
1 +da -de worin (da, deg, du)’' = dp kleine GrdBen darstellen.
* . . . " Lo b
dR = dR = -da 1 +dn (12) Sie sind unmittelbar die in der Ausgleichung des
+de ~du 1 RlUckwdrtsschnittes zu bestimmenden Drehparamester

ot o \ i PN, . . N .
dR’ in der Parametrisierung nach (12) srgibt seht stabile Normalgleichungen. Dies triafe nicht zu,
wenn entsprechende Formen aus den Matrizen l.c, 2.3 und 3.b verwendet wirden. fir go dagegen sind
samtliche Parametrisierungen zug

=1

i
Wir zienen (1Q)-(12) heran zur und der Differentiale {(&4)-(8). An (&)

dndert sich nichts, ebenso wenig nzierung an der Stelle dR = E:
o B}
aul]) - N ;
= = - R_({j,k) vk = 1,2,3 13)
ix (k) =5
-0
Anstelle von {(§) erhdlt man:
. 3
c_li(j) - ;o 71
o = L \E_'l,‘—UiJ./>
aplk) 1=1 o
(14)

*) siehe FulBnote im Kapitel 2




Die Differentationen von dR{j,l) sind - im Gecensatz zu (6) - sehr einfach, z.B. folgt fur (127
EARN k] ’
! SAR(G 1) ! Y e, .
S| 2RGLD | edR(y, 1)
'; - " N = =
| spl2) ip(3)
) i (15)
| . T S {15
T ST T TS O A T
= - oo | !
A I O =10 0 41
S A S R
i 1 i 1 i
Die Differentation anderer Parametrisierungen von dR erzeugt evtl. nur andere Vorzeichenver-
teilungen.
; 7.0 - £ 710
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w10 = i g
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figur 10: Kondition fir die Drehung mit der Figur 11: Kondition und Korrelation aller Dreh-
Rodrigues-Matrix, Fall 4.a parameter bei Verwendung der Doppel~
Darstellung im Parameterraum rotation mit is nach fFall l.a
¢ Falles l.a ; .
des Falles Darstellung im Parameterraum des

(13)-(15)

tes nu

Aus den Herleitungen mit (

lichen Rickwidrtsschnit amehr in ihrer

abhdngt, vor allem daB keine singuliren Fille

strich

0
w
o

aus Figur 1l unter i
itzt im ganzen Parameter

Linearisierungen nur an ihren stab

Im Ubrigen, zum SchluB einer Ausgle ichung mit der Doppelrotation liegt zunidchs dR* vor. Es muB
aber R nach (10) berechnet und daraus die sigentlichen Drehwinkel bestimmt werden. Dazo- ist es
notwendig, dR* zu orthogonalisieren, z.8. durch Einse Differentiale da, de, dx in eine der

Man kann festhalten:

ergibt sich unmittelbar,

numerischen Stabilitit kaum

mehr

Die

raum rdumlicher Drehungen nahezu dieselbe St

ilsten Stellen.

schon fdr dR empfohlenen Parametri isierungen. Am ELnde
gilt

widrtsschnittes dR* -~ dR + E und Bg - R,

5. Zusammenfassung
Computerprogramme der anslytischen Photo ogra
der Lage sein, allgemeine Raumdrehungen der S
Eine Analyse der in der Photogrammetrie angew

andten P

auftreten kidnnen.

Falles l.a

dal die Lin form des rdum-

earfor
noch von den Drehbetrigen

)

Dies wird durch die Resultate

Lol

el

Linearisierung mit s Doppelrotation be-

wie die bisherigen

bilitat

e
terationen des r3umli

w

-

Anwendungen 1im Nahbereich sallt in

ohne numerlische Probleme 2zZu verarbeifen,.

risierungen von Drehmatrizen belegt,

m
el denen die Normalglelichungen sehr schlecht

daB jede von innen mehrere Parametersitze aufweist, b
konditlioniert oder sogar ngular sind. Es werden Wege zur Ldsung aufgezelgt, insbesondere die
senr einfache und universelle Methode der Doppelrotation der Bilder.
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